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圆环壳初参数积分方程的应用 
一 S型 波 纹 管 问 题 

陈山林 黄 骏 

摘 要 木文用初参数 积分方程方法求秤 了s型波纹管问题，给出了两个算侧， 

并与一般解的结果进行 了比较，证明木文解法简便适用，具有良好 的精度。 
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刖 

近年米，钱伟长 、郏思梁 (19 79，1980) ： ”：和陈山林 (1986) 、 得 到了圆环壳轴对 

称问题的一般解，这个解答是解析形式的准确解， 已被用来处理过若干实际问题，包括波纹 

管问题 ’ 。黄黔 (1 g82) ]成功地用初参数方法求解了c型波纹管闫题。文[7]对于圆环 

壳的一般轴对称问题，给出了初参数积分方程表述，研究了对于各种情形该方程的应用。本 

文是文[7]结果对于s型渡纹管问题的一个具体应用，并给出了方程的数值解法。 

1 基本方程 

对于考虑的 s型波纹管 (c型是其特殊情 

况)，有关坐标、尺寸、荷戟、内力和位移如图 

1所示。波纹管子午线断面弧由若干圆弧段周 

期连结而成，在连结点中面线是光滑相连的。 

假设变形具对称性，我们仅考虑图 1中弧ABC 

(区域 I)和CDE (区域 Ⅱ)部分 。 

ABC和CDE段都是回转半径分别为 R 和 

R ，曲率半径分别为a 和n 的圜环壳。略去脚 

标 l和 2，由[7]，圆环壳在任意轴对称载荷 

作用下初值问题的一般提法是： 
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c c + s n ， ’+(z s n 一； )v 

：2#cos~p +i[(1+asin~) (P~sin~÷p cos )]‘+ira(1+asin cp)p~ 
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(1 ) 

一  

⋯ +asimp~)l +a
sin~p o ( sin 。)] ～ ～  ̈ 【p 。+p乏 s 。)l 

V为待定 复函数， 。为初始角， 带下标 “o”量均取该量 = 。的值
。  “o”表示对 求导 ． 

上式中带 量均巳无量纲化，定义如下 

N =C12(1 
，
。 =业  n 

M：= 晶 n ， y ： 

p 
~12C1～v ]) 

[_l_ (_l二兰 ] 。 
h 口y 

Rap,~pt- 。 把 

： 韭  

式中；E一杨氏模量， 

h一壳厚 

N ，0 一分别为经向内力和经向切力， 

，p 一表面荷载切向和法向分量。 

y一位移水平分量， 

M 一经向弯矩 

以及 

= R(1 q-asin~o)(Ⅳ sinq~一0。cosq~) 

x一经线切线转角。 

如果V已求得，内力和位移分量可按下述各式计算 E7] 

N 一  + asln 

1 +asin∞ 

(3) 
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N =一， +(1+。sin~p)(p sin 十p：coscp) 

丁 + 竿 * 

M：=Re + Re 

M：= +『竿器 
X= RcV 

= 一 (1 +asin~)l +v口c0s J， — 口sinP} 

+(1 +asin) (p sin + p c0s ) 

z。 + [_c唧 + }s n cN 一 

N ： 1 一v )] 
日h 毗 ， M = 毗  

(4) 

z 。／。 (5) 

N。一环向内力，M日一环向弯矩， z一竖直位移。(2)～(5)式中位 移 和 荷载的正方向见 图 

1，各内力正方向见文献C83． 

对于区域 I，可直接使用(1)～ (5)的基本方程和关系式。对区域Ⅱ， 我们使用坐标 

(见图1)， 一 ．直接令 = ，并作替换p 一一p ，p 一一p：， 一一 ，口 一口， 

即可以用 (1)～(5)各式计算区域 Ⅱ解 

2 初参数积分方程及解答 

式中 

初值 问题(1)可以转化为等价的积分方程问题，其结果为 【 ] 

( )=V。，1( ， 。)+U。，2( ， 。)+P言，3( ， ) 

+，．( )+』=K( 叫 

U 0= M  一 

l( ，cp D)= 

COS 。 

1 +asin cp 0 

I +asinep o 

1 + asin cp 

，3( ， 。)=一2 

X 0+ i 一YGCOS~c日 
一 一 ， ． —  — — ， ． ．  

1 +asin cp 0 

， )={{面asin~ o( 一 

—

(g~-
—

cp o
—

)s
—

inep
一  

1 +口 

+ cOscp— COscp 0 

S1n 

(6) 
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， ( ， )=lj：， ( ，I)(p．sint+p：cosI)(1+口sint)dt+{ ，z( ，t)p：dt 
+r，3( ，f)(p cosf—p：sint)(1+ sinOdt (7) 

0 

， r + (孚 一z nt) 
方程 (6)为第二类Volterra积分方程。当口< 1时，不难判明，非齐次项，l，，2，，l和核函数 

K均是有界函数I同时，对于实际的荷载分布，包括线布荷载情形，，。也是有界函数。因而， 

按照Volterra积分方程理论， (6)的解是存在和唯一的，其通解为 

=V4Vl+U 0V z+P言y8+V 4 (8) 

式中 

Vi( )=，；( ， 。)+I K( ，f)y．(t)dt ( =1，2，3，4) (9) 
“

。 

这样，我们的问题就归结为分别在区域 I和Ⅱ求解方程 (9)和确定相应的衬参数。在 

波纹管问题中， 通常参数 可由竖直方向整体平衡条件预先确定 。因此， 初参数只余下 。 

和u。．文[7]巳经证明， 如果取 。= = 作为初始角，则包含8个待定实常数的s型波纹 

管问题，利用初参数积分方程方法，可坦简化为2个待定实常数问题， 使 计 算 工作大为简 

化。解答 (9)是问题的基本解，与初参数无关。本文将取c点为内、外圆弧段计算起点， 

即取 。=中c， 。= c，且中c= c．这样， 虽然待定实常数增加为 4个， 但在基本解计算 

程序的编{5lI方面，将带来便刺。 

5 解的数值计算方法 

式中 

(7)中核函数为退化核，可以写做 

jr( l1)=A I( )Gl(f)+A2( )G2(f) 

A，( )= 1+asin~’ )一  

(1O) 

G1㈣ cOst一军篙 ilsint (11) 

G )=—； 哪isint 
将 (1O)代入 (9)，则得 

2 ， 

yj( )=，I( ， o)+∑A (̂ )l Ĝ(ori(t)dt (12) 
 ̂ J Jp 

D 

在我们研究的区段内 (区域 I或区域 Ⅱ)，划分 ．̂个单元， 每个单元取 个节点。在每 

个单元内对y，选行多项式擂值 
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式中，N (̂1)是插值函数， V 是第 个节点的V 值。将 (13)代人 (12)， 对于第m个单元 

有 ： 

)+童睛 ) N,(OG J(~)at ‘̂l L ‘l J 
十 壹Ah( )f -G (f) ．(t)dt (14) 

。 

式中， ，是第m个单元的第一个节点。记 

J 
．
1 = f --G (f) 。(t)dt (15) 

则 (“)可记为 
土  。 ， z 

{( )=，一( ， 。)十篇A b( )J --十置(聋A，( J 一。N ( )Gf( )dr)V- (16) 
在 (i8)中，依次取 为m单元的各节点，则得线代数方程组 

[0( ．]=(丁 ) (I7) 

式中 

％ 一舢  t ， 卜l J mi ～1o， 

：，。( 一。， 。)十壹A，( ．：)J 一! 

对于 有递推公式 

，+ ㈣  

即 

- t
+ 鏊(曩 州t V。r ㈤ 

这样，用 (17)及 (2O)就可以从第一个单元开始，逐个单元地求得 。， 其 积分计算用 

五节点高斯求积公式 。 ． 

余下的问题是初参数的确定。设所考虑的波纹管内、外圆弧段有相同的日，v，。， 值。如 

前述，取 点为各段计算起点。则在 点，连续条件为 

将 (8)代入上式，可得 

由于变形的对称性，有 

V z= VI， V I= 一 VⅡ 

Vt c。V c， U I c= 一 UI c 

(21) 

(22) 
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将 (8)代入上式。即得 

x =H = 0和xF=H =0 

V x 一iH = 0 

VE=x￡一 H = 0 

yI。·y1 + UI。V 2 +P ly 3I+V．1= 0 

yI ·V II+U 。V I+P ty8t+V 4 = 0 

49 

(28) 

(24) 

(25) 

式中，y-t，y。。分别取A点(9：詈)和F点( =詈)值。这样，由(22)和(25)可确 
定初参数。 

在用 (4)计算内力和位移值时，需要计算y值。如果 (9)的基本解y。已 求 得，则 

y可按下述公式计算 【 ] 

=V DU1+U0U2+PSV3+U (26) 

式中 

而 

u。=r Jr。yldt 
J P 

D 

U± fI+r Kly2dt J
·O 

=  ( 一z胁int) 

， c ， a =z 旦 酱 一 

，t(9， =J= )(p~COSt--p-sint)(1+ n州t 

+}( +口sin )P：sin~+p．c。s )+l 
。

f-( ，t) t 

f 巳在 (7)式中给出。 

4 算 例 

(27) 

(28) 

利用上述结果，我们计算了c型和S跫波纹管的两个算例，并与文(5]一 般解 的结果进 

行了比较， 

t  f  
d  d  

3  ●  

耳 

0  O  e 巳-{ 

+ + 

5  a  
，  ，  
l】 ll 

}  ‘  U U 
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恻 1．半圆弧波纹管 ( = =0)在轴向力p 和内压目作用下的变形和内力。 

取E=2lO00kg／mm ， V=0．3，P 1000kg， Rl R z：200mm， 。【：。2=20mm， 

4，可算得口=0．1 对内压，取q=7．9577×10 kg／mm (其轴向等效力 R 日=1000kg)． 

在表 1和表 2分别给出了轴力和内压作用下的计算结果，表 3给出Tace半波轴向伸长 

表 1 轴力作用 Pe=100kg，口=0．1，“=4 

9o 

6o 

3o 

o 

0 

Ⅳ (kg／mm) 

数值解 ．一般 
— ～ I —— —— 

0．7234 { 0．7234 

0．9978 0．9963 

1．5857 

1．6539 

Ⅳ口 (kg／mm) 

数值解 { 一般解 

14．8652 l一14．7491 

15．2213 I一15．1660 
— 8．7756 —8．8449 

M  

数值杆 

一 0．8096 

1．2434 

3．5545 

一 O．4130 —0．3245 —0．0538 

1．6539 ·0．4130 I 一0．3245 

(kg) 

l一般解 

一 0．3047 

i．2372 

Ⅳ 。 (kg) 

妄 一 —二矗_解 
一 0．O028 

0．3681 

0．9554 

- 0．2730 

9．0914 

0．3661 

O．9537 

0．2579 

O．0538 O．0370 O．2730 0．2679 

30 1．7829 1．7840 8．7624
， 8．6656 J 3．8747 3．8863 J 1．2818 1．2850 
I 

ip。 60-l·1888 1．1905 1 15·8266 I 15．8358 1 1．1935。 i．1993 1 0．3578 0．3593 
90 0．8842 0．8842 14．5651 1 14．5888 —0．6581 l_0．5 651{0．1914 —0．1995 

寰 2 内压作用 q=T．9577×10 kg／mm ， =0．1， 4 

。  

1 

矿f 

Ar (kgtmm) Ⅳ日(kg／mm) 

数值解 

0O J 0．8750 

60 1 1．147O 

30 l 1．6935 

0 I．6619 

0 I．6615 

30 1．8764 

60 1．0244 

90 O．7156 

一 般解 数值解 一般锯 

0．8754 

1．1454 

1．6915 

1．66l0 

1．6610 

1．6774 

1．0256 

0．7162 

14．5887 

1{．6065 

— 7．2712 

t．84g3 

1．6423 

10．3248 

15．2386 

14．3453 

M  (kg) 

1．3633 

3．4928 

- 0．3549 

0．3549 

2．9190 

1．0̂ O7 

— 0．7878 

1．8568 

2．4845 

0．3387 

0．5367 

3．929 

1．047 

0．8O40 

日 

数值解 

- O．0551 

0．4012 

0．9298 

(kg) 

一 般 解 

一 0．0515 

0．3991 

0．9276 

f一0．3622 一0．3574 

I O．3522 0．2574 

{ 1．2848 1．2882 

0．3081 0．3100 

— 0．2362 —0．2412 

袋 3 ACE 半渡伸长■ (mm) 

轴力 p． 

数值解 

1．o338 

一 般 解 

1．0398 

的计算结果。计算时，数值解变 量 或 

的步长取0．25。．表中结果表明，所 得 结果 

为一般解 (准确解)：[ 1比较具有相当 好 的 

精度 、 

例 2． s型波纹管在轴力作用下的变形 

和内力。 

取E=2．1×10 kg／mm ，V=0．266，h1=h =2mm，。【：d 2：25ram， = 。=一30 - 

P 1000kgj平均回转半径 (曼【+R 2)／2=217．5ram．可以算得口【=0．1087， 2=0．1220， 
“【：2．289, 0=2．545． 

在图 2和周 3申分别绘出了内、外表面经向应力和环向应力的计算结果，分别以无量纲 

应力 、 给出 其中’口 ：2口I I ／(丑0。 十R0。：)，口言=2。【 【 F／<丑0。【+RQ 。)，式 

加一 4 3一 

～ 

Ⅻ 

数 一 
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挪 ’ 一 jo。 

圈2 经向表面应力 

5 结 束 语 

中Q。，=Qf l ．0和Q 0 2。0 } ．0，与文C53 

构一般解结果比较，表明本文初参数方法 

数值解具有良好的精度。 

～  ——十一  一  

；-—— — 

图3 环 向表面应力 

本文给出了S型波纹管问题的一种初参数积分方程数值解法。文 中 假 定了变形的对称 

性，遣对大多数实际的波纹管问题均是适用的，结果表明，本文解法具有良好的精确度，并 

且是较为简便和适用的。 
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THE APPLICATION OF THE INTEGRAL EQUATION OF 

RING SHELLS IN INITIAL PARAMETER FORM T0 THE 

PR0BLEMS 0F S—TYPE C0RRUGATED TUBES 

Chert Shahfin Huang J“ 

ABSTRACT By means of the method of integral equation of ring shells in 

initial parameter form， the problems of S-type corrugated tubes are studied in 

this paper． Two calculating examples are given， and compared with the exact 

solutions． 

KEY W ORDS initial p~rameter， integral equation， corrugated tubes 
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