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Hilbert空间上非凸规划的 

Kuhn—Tucker鞍点定理 
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、  

(基础科学系 ) 

箱 蜜 夺 文主 耍 讨论了I~tibei-t空 』可上 带不 等 式约泉的非凸规剐的解与 

L砘lh地试 鞍点之间的关系。利jfl阿包l函教诈寿工具，在此条件， 存在( 。，口。)硭 

C~n．V(epi )，&Ax ∈dom，奈件下，证明了Lagrang~e式存在接点是谈非凸税划有 

解的必要条件。 

关错饵 La豇ange式 鞍点，用包函数 正常函数，不等武约束 帝耳怡特堂闸 

刚 茜 

本文主要研究了问题 (NCP)解的条件。这里， 

minf( ) 

(NCP) g (的 0 

i= l ，⋯ ，m  

，1日一(一。。，4-。。j，g 1日一 (一。。，4-。。)为任意正常函数J H为 一Hilbert空间。 

在 (NCP)中，我们仅考虑不等式约束的情况。因为，对于等式约束可化为二不等式约 

束来处理。当，、g．(i=1，⋯，m)均为正常凸函数时，此问题变成了凸规划问题 。对于凸 

规划问题，解与Lagrange式鞍点之间存在一 个 著 名 的定理——Kuhn—Tucker鞍点定理。 

本文，利用非凸函数的闭包函数作为工县，在条件-存在 。，p ) 畦conv(epif)，且 

d ∈dom]下， 证明了 (NCP) 的解与Lagrange式鞍点之 间， 也存 在Kuhn—Tucker鞍点定 

理 。 

1 预 备 定 理 

对H上的函数 ，，定．Xdomf为； 

domf=(x∈HI，(x)< +oo} 
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称为 ，的有效域。 

若dora[≠ ，则称函数 ，为正常的。 

epi!= (x，tt)f xEH， ∈R，，( p)称为 ，的上图象。包含epif的所有凸集的交记为 

conv(epif)，称为epif的凸包。 

定理 l 设c是H的溺凸手集，且x。硅cJ那么，存在妒≠0使得 

<x， >≤ < 。，妒 )一< ， >，"VxEC (1) 

若定理 1中，去掉闭的假设，则结论 (I)式变为： 

(为 >≤Cx。，矿 >，’， E ，妒 ≠ 0 (2) 

定理2 设，{H呻(一∞，十。。]为一非凸函数，H。={ Jg ∈R，值( ， )Econv(epff)}。 

令 

7(砷=! “ c。nv和叫”’当~ 
x~ HoI 

’ 

+ 。。 

那么， ，是被 ，所控制的最大的凸函数 。它称为 ，的凸包函数。 

证I对任意 E(0，1]和x，y∈H，若 ({x}U )，))硭H。，显然有 (由定义) 

， ( +(1一九))，) ，(曲 + (1一九)，(y) 

若 ，)，EH。．由定义 

，( x+(1。一 ))，)=inf{~I( +(1一九) 肛)∈~onv(epif)) 

，( +(1一 )，()，)=Xinf{~l J( ， 1)∈conv(epif)) 

+(1一 )inf{~2 J()，，“±)∈conv(epif)) 
= inf{X~l+(1一九) 。}(x， 1)， ()，， 2)∈convfepff)} 

因为 conv(epff)为 一凸集，因此 

X(x，肛1)+(1一 )()，， 1，=(hx+(1～x)y， +(1一 )p2)∈conv(epff) 

即。 

I+(1一九) 2∈{ J 十(1一 )̂)，， )∈cony(ep )) 

因此， ，( +(1一九))，) ，( )+(1一 )，()，) 

假定g(砷为一凸函数且对任意塥 于 H有 g( ，(曲。当x隹H。时， 显 然 有，g(砷≤ 

，( ．当x∈H。时．因为( p)Econv(epif)当且仅 当 ( ，p)能被表示为凸组台 

( ，it)=∑ ；( i， ‘)= ∑ ( 。 i， i })，m∈Ⅳ 

这里，(毛，p1)Eepif(即，，(x。) pi)，N为自然数集。 

所 以 

∑ j，(xi，≤ 暑 。pj=p 

即 

m  m 

g(神 ∑ f̂g( )≤ ∑ il(xi) 
l I。 i 

～  

g( )≤ ，( 
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故 ，是被 ，所控制的最大的凸函数。 

定理 3 设 ，：H一(一。。， +。。)为一非凸函 数’若 存 在 。， 。)年~OIIV(epif)，且 

。 ∈domf为非极值点。那 么，存在 ≠ 0和口∈R，使得， 

< ，x >一 ≤，( )，Vx∈H 

证 因为 conv(epif)为一凸集，且 似0，肛0)硭COIlV(epif)。则存在 】< 。使得( 0，p】) 

C／cony(epif)，由定理 l得，存在 ( ， )≠ 0，使得 

(( ， 肛‘)， ( ，肛))< ((xo，肛】)， ( ，肛‘))， y(x，肛)∈Clconv(epif) 

即 

< ， ‘)+I‘肛‘< < 0， x >+肛0肛‘， y( ， 肛)∈Ctconv (epif) (3) 

因为xo∈dotal，所以对任意肛≥， 。)， 。，肛)∈eptf。令x： 。，则 (3)式变为 

< l (4) 

因为， l<肛。， 。， 。) cony(epif)，所 以 E<， o 董 。由(4)式及 ≠ 0得，肛‘<0， 

不妨设 ：一l，则 (3)式变为： 

< ，x‘>--<<x 0，x >一 E+ ，y( ， )∈C／cony(opff) (5) 

令口=似 )一 1，则 (5)式变为l 

< x‘>一卢≤ ，y(x， )∈C／eonv(optf) 

当 ∈domI肘，令p=，(砷，则 

< ， )一目≤，( ) 

当 畦rlomI，显然，< ， ‘>一目<--I C ) - 

故 

(x， ‘)一目：≤，( )，y ∈H 

由x。之非极值性得 ≠ 0 

定义 l 设 ，：H一(一∞， +。。]。集台L(，)定义为 

L(，)：{(yt )l(y， )∈Hx R，且< ，y>一 ≤f(砷，VxEH}， 称为，的支撑集。 

定义2 设 ，：H一(一。。， +。。]，若L(，)≠ ，定XCll(砷 =sup “ ，y>一口}I 
(y，目)∈L(，) 

若L(D ： ，定义Cll(x)：一。。，el／称为 J的闭包函数 。 

由定义 2和定理 3易得下面的结 论。 ．、 

定理4 设 ，l H一(一o。， +o。]为一正常函数若存在 (xo， 0) conv(epif)， 且 x ∈ 

doml，则cl￡也为～正常函数。 

定理 5 设 h H一 (一o。， +o。]为任意～函数。则cl，为被 ，所控制的最大 的凸的下半 

连续函数。 

证l (i)若L(，)≠ 由定义 2，对每一 ∈[0， 1 ]和x， z∈H 

el／( x+(1一 )z)=sUp {< +(1一h)z，y> 一 } 
(y，口)∈L(，) 

≤^sup (< ，y>一口}+(1一 )sup {<z，y>一目} 
(y， )∈L(，) (y， )∈L(，) 

=hCll( )+(1一 )̂Cl／(0) 

若 xn—x且 clf(x )一IE[。。， +。。]．因为(x ，y)一~ elf(x ，V(Y，8)EL(f)，所以 

(x，y)一／~ limCll(x )，y(y， )∈L(，) 
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故 
C1]( )：sup “ ，y)一声 ≤limC1](x ) 

(y，B)∈L(，) 

所以，Cl!( )为一凸的下半连续函数。由 ，的定义及定理 2褂 
～  ～  

C1，( )≤cl，(却 ≤ ，( )≤，( )，Vx∈H 

因为 ，( )为一凸函数，由凸函数闭包函数的性质知，c1，( )是被 ，所 控 制的最大的下半连 

续函数。因此，c1，=cl!． 

假 定g( )≤，( )，vxCH，且g( )是一个凸的下半连续 函数，由定理2知，g( )≤ ，(x)。 

从而由闭包函数之定义得，g( )≤cl，( )=Cll(x)，Vx∈H 

(ii)若L(，)= ，则cl，i 一。。，结论自然成立 

定理 6 ‘ 设C 帮c z是 中两个互不相交的非空凸集。则存在一个超平面分离它们。 

2 Kuhn—Tucker鞍点定理 

定 义 3 

实值函数， 

EE有 

设Hl，H 4为Hilbert空间，DcHl， Ec日2。中( ，y)是定义 在 Hl xH z上的 

其定义域为D×E．～个点 ( ， )∈D×E称为中的鞍点，如果对每个 ED和 Y 

中 ( ，” ≤ ( ， Y)≤中 似 ，Y) 

定义 4 对(NCP)中的函数，，g r( 1，⋯，m)定义L( ， )为； 
m  

L( ， )=，( )一 ∑ g；( ) 
1 l 

称为(NCP)的Lagrange函数。 

定义 5 非凸规划(NCP)称为是强相容的，如果存在点 。EH，使得 

gl( 0)> 0， i= ]， ⋯ ， 

定理 7 设 ，“ H一 (一一Ⅺ， +。。]( l，⋯，m)为任意正常函 数} 且所有 ，。的有效 

域的交集非空。若 ，j(i= l，⋯，m)满足下列条件； 

(i)存在( 。， 。) Conv(epif )，且托∈d0m， (1= 1， ⋯，m)j 

(“)存在i (1≤i。≤m)，使得任意 ∈H，有 Ct!；( )≥ 0 
’ 0 

那幺，存在不全为零的非负数 t， -．．， 使得对~*JjxEH，均有 
m  

∑ ， ( )≥ 0 
{。 l ‘ 

证 令M (y；)rER ，fixEH使ci!j( )<)r．，i=l，⋯，m)，由条件 (i)和定理 4、 

定理 5得，CI／~(x)为正常凸函数。所以M≠ 。由绦件 (Ii)得，对每个 Y∈M至少有～个正分 

量。进～步可以证 明M为一凸集，设Y ，)r ∈M及 ， 。∈H使得， 

cI，‘( )< ， cI!I( )<yf 江 1，⋯， 

因为对任意 ； 0≤九≤ 1，有 ‘+(1 一X)x ∈H，’且 

C1L( +(1一 )X ≤ c1，；( 】j+(1一 )c1 ) 

< y +(1 一 ))r 
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( = i， ⋯ ，m) 

所以 y +(i一”Y EM．故M为一 凸集。又令 

N={yI y∈R ，y≤ 0 

显然N为一凸集，且Mn N：咖。故M、 N为二非空的互不相交的凸集。 由定理 6，必存在一 

个超平面来分离它们。这样． 便存在一个非零向量口仨 及一个实数b， 使对任何Y E M，有 
m  

∑ 画yi≥b (6) 

而对任何yEN，有 

∑ diy E《 b 

若有某个8̂< 0 (1≤k≤m)，夸y=(0，⋯l 0， ，0。 

q lt≤b 

(7) 

， 0)∈N一(0}．则 (7)变成 

由于ŷ< 0，所以 aj,y > 0可任意大 ， 此时 (8)式不成立。 故对所有i=1， ⋯， 
{ 

．≥ 0，且b≥ 0 (因为 0 EN)．则对每个xE N doraI{，夸y宙下式定义： 
| 1 

Y。=Clli( )+ ， i=1， ⋯，m (P> 0) 

于是yEM， 且 

∑ 口lCl!i( )+ E 8。 b≥ 0 

令 E一 0 得， 
t  

= 口．clli(x)≥o 
I‘ 1 

对一切xE H成立。 

由定理 5知，，{(x)≥cl，{(x)，从商口i，It )>_a~Clldx)，所以 
n  

∑ i，。(砷 O 

引理l 设，I H一(～o。，+o。]为一正常函数。那么。inf，=infel!． 

证，(i)若inf!=一o。。白c11(x)≤7(x)得，intCl!=一oo．所以结沦成立． 

(1i)若inf，=一oo，且inf7≠~nfCl!．因为 

Cl，( 蟮，( ，V ∈ 

所以有， 

infCl／<tar! 

从而，存在 e< 0，使得 

tnfC1]+e<inf， 

夸 =一(infCl／+e)，y= 0，那 么 

<x，y)一目=infCl!+e<intl~l(x)。y EH 

即，(y， )EL(，)}从而有 

<x，y)一日≤cl，(x)，gxEH 

故， 

(8) 

m，均有 
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又园为 

所 以 

从而 

inff< ，)r>～p)≤infClf(x)=infCl~ 

( ，)r>一卢：一 =infCl／+ ，y ∈ H 

lnfr< ，y>一8)=infCl!+ 

infCll+e~infC1] 

矛盾 l故 inf!=infClt 

定理 8 (Kuhn—Tucker鞍点 定 理)设 ，I H一 (一∞，+。c]， g．1 H一 (～o。， +c。) 

( =1，⋯，m)为正常函数，且，、g{(i=1，⋯，m)满足下列条件· 

(i)存在 ( ， )硅Cony(epif)，( i， ．)硭Cgnv(epig；)， 且 ∈dora!， ∈dom(g~) 

(i= 1， ⋯，m) 

(．i) (NCP) 

如果 是 (NCP) 

且 

是 强相容 的 。 

的解，那幺必存在向量 =( ， 一，x ) 0使得， 

L(x‘， )≤L( ， )≤L( ， 。) 

si( ‘)= 0 (i： l， ⋯ ，m) 

证。由定理 4得，Cl!，Clg，(扣 1，⋯，m)均为正常凸函数。令 

附  = ⋯ ， 

Ⅲ_IF( )≥0，Vx∈H，且为正常函数·从而c】F为一非负的正常凸函数·因为，对任意函数 

，， 

domf：dom(一，， 

所 以 

(domF) 1I dom(一g．)≠击 

因为对一切 ∈H均有 

CIF似 )≥ 0 

所以，由定理 7得，存在不全为0的非负数口。， ，，⋯，口一，使得一切 ∈H有 

0
F( )+ E 口．(一gl( ))≥ 0 

从而对所有的可行解 ( )≥ 0 ( 1， ⋯，m) 

即 

(，( )～，( ))+三 ． ( )≤o 
'。 1 

若 。> 0，则 (11)式变为 

。
，(妒)≤口。，( )～兰 g ( ) 

i· 1 

(9) 

(1O) 

(11) 
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令 乏，则(12)式可写成 

，( )≤，( )一 g (x7 
i· l 0 

，( 7≤L(x，  ̂) 

由于g。(x．)≥ 0，所以任意 ∈R ，^≥0有 
m 

∑ g。( 7≥ 0 
‘。 l 

故， 

重庆建筑工程学院学报 

Y(x'D：墨 。g。(x )：L(x·， )≤，(x ) 
i· - 

又在 (13)中以x．代x， (1 4)中以 代入得， 

L(x．， )≤，( )≤L(x．， ) 

所 以 - 

从而 

1(x~7：L(X·， )=l(x 7一 ．g。( 7 
I l 

．gi( )：0 (i=1，⋯，m) 

由 (137、(14)、(15)式得，存在向量 ≥ 0使得 

且 ， 

L(妒 ， )≤ L(x．， ’)≤ L( ， ) 

所以当口。> 0时，结论成立。 

若口。：0，则 

。( )： 0 

∑ 口。g。( )≤ 0 

而 (NCP)是强相容的，所以存在 。∈日使得， 

g，似 。7> 0 (f= 1， ⋯ ，m7 

而口。≥ 0，且不全为零，所以 

∑ 口．g．( 7> 0 
i· - 

矛盾l故口。> 0，结论为真。 

(12) 

(13) 

(1 4) 

(15) 

(16) 
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KUHN—TUCKER SADDLE P0INL THE0REM 

0F N0NC0NVEX PR0GRAMMING 0N HILBERT SPACE 

P Y“ 

ABSTRACT In this paper，the relationship between the solution of nonconvex 

programm ing with inequality constraints on Hilbert space and  the saddle point 

of Lagrange function are discussed
．
Under this condition， there exists (x 0，u 0) 

conv(epif)，and x ∈domf， it is proved that the existence of saddle point in 

Lagrange function is the necessary condition for the existence of solution in 

nonconvex program m ing。 

KEY W ORDS Lagrange funeton， saddle point，closure function， proper 

function， Hilb ert space， inequality constraints 
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