
 

重 庆 建 筑 工 程 学 院 学 报 

第12卷第 1期 JOURNAL OF CHONGQING INSTITUTE OF 

1990年 3月 ARCHITECTURE AND ENGINEERING 

Vo1．12 N-a．1 

March 1990 

向量最优化问题的Lip schitzian连续性 

孥 
(基础科学系) 

摘 要 本文对参数规划问题的目标映射F(x，“)为集值映射的情况进行 了研 

究。着重讨论了解集映射的李普希兹连续性。得到了在集值映 射 Y(“)=F(x(“)， 

“)(x(“)是约束集合)是局部李普希兹连续，只有Y=0，z=0才满足约束品性。 

一  一  

一  
一  

(z，0)ey·a，(1‘，y)+Ne(u，y) 

等条件下，解集映射N(u、u)是伪李普希兹连续的，以及在y(“)是 强序凸的，N(“) 

是下半连续等条件下，证明了解集映射是局部李普希兹连续的。本文还考虑了解集 

映射的序凸性。 

关键词 向量化化，Lipschitzian连续性，目标映射 

1 基本概念和基本符号 

本文x，Y分别表示两赋范空间。 

GrF表示F的图象，即，GrF={(x，y)l yeF )，xc~X)． 

在赋范空间y中定义偏序关系≥。设y、deY． ’ 

定义 1 

(1)称d为Y的控制因子，如果对于Y eY Y =Y+d y≥y ． · 

Y的所有控制因子用D[y]表示。 

(2)设Y l cy，yeYl，称Y为y l的菲控制点，如果不存在Y eYl Y --#y，满足yey ‘ 

+D[y ]． 

y 的所有非控制点记成N(Y1，D)． 

(3)称y相对yl，关于y 2(ylcy 2cy)的非控制点，若yeY 2，且不存在y／eYl，Y ≠y， 

满足 

y∈y +D[y ] 。 

相对Y ，关于y 的非控制点全体记成N(Y 2，yI'D)． 

定义 2 设F：x—y是集值映射。 

奉文1987年l1月20日收到。 
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(1)在点 veX处，若存在 u的邻域 ，常数九>o{w单位闭球B，满足 

F(u)≠0 vveV 

V(v1)cF(u 2)+九lI u1一u 2 lI B yu1、u 2eV" 

则称F在点 是局部李普希兹连续的。 

(2)对于(u，y)eGrF若分别存在 u，Y的邻域V*HZ,常数九>O，满足 

V(vI)n ZcF(v 2)+九lI u1一u2 lI B vut，u2eV 

则称F在点(u，y)是伪李普希兹连续的。 

(3)若存在点 u的邻域 ，使得F( )有界，则称F在点u是局部有界的。其中F( )=U 
F(u)． uEV 

同样若存在点 u的邻域 ，使得F( )veV是紧集，则称 F在点u是均匀紧的。 

(4)用￡yD表5i~,D的余集，即eyD=Y—D． 

定义3 若F：X)r Y。一z是集值映射，Z是赋范空间， 。eX，若存在z>o*w点 o的邻域 

u使得对任何yEY ，满足 ’ 

F( 1、y)cV(x 2、y)+lI 1一 2 lI B Vx1， 2eV 

则称F( ，y)在点 。处，关于Y是一致李普希兹连续的。 

定义3以下定义假设控制结构D(y]=p是不随参数变化的凸锥，即Y中的偏序由凸锥P 

确定。 

定义 4 称凸锥P在空间Y中是正规的，如果单位球B的序凸包(B]p=(B+P)n(B—P) 

是有界的。 ． 

定义 5 设F：X。一Y是集值映射，P是Y中的凸锥，若对于 O≤九≤1和任意 lx2EX。， 

有 F(x 1)+(1一九)F(x 2)cFO,x l (1一九) 2)+P 

则称 F是P一凸的。 

若对于O≤九≤1和任意 1 2∈x 1，有 

九F(x1)+(1一九)V(x 2)一F(九 l+(1一九) 2)cP 

则称F是严格P一凸的。 

定义6 称集值映射F在点 o处是下半连续的，如果对任意 -．-~X。，和yeF(x。)，存在 

某个 8>0，当 ≥ 0时，有Y ∈F( )，满足 

Yn y 

如果F在集x。上的每点都是下半连续的，则称F在x。上是下半连续的。 

定义 7 (1)称G：u—Y是凸的集值映射，如果对任意 。， ∈u和O≤九≤1，有 

九G( 1)+(1一九)G( 2)cG(九 1+(1一九) 2) 

(2) 称G是序闭凸的，如果对任何“。 。∈u和O≤ ≤1，有 

J~G(u1)+(1一九)G( 2)cclG(九 1+(1一九) 2)+P 

解集映射的李普希兹连续性 

现在开始研究如下问题的李普希兹连续性 

V—minF(x、 ) 
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ueU。xeX( )cX 

今Y( )=F(x( )， )，问题即是讨论Y( )在目标空间的解值映射的稳定性。 

首先考虑空间Y的偏序≥由控制结构D[y]=P(不随Y变化的凸锥)所确定。 

引理 1 设U是Banaeh空间x中的开凸集，Y是偏序赋范空间，且序由正规锥P确定，又 

设F：u—Y是严格P一凸的集值映射，并且对任 意xeU，F( )是有界集，以及F(x)在u上是 

下半连续的。则F在任意点 xeU处是局部李普希兹连续的。 · 

五明：由F( )的有界性 

可令 S( )：suplIF(x) <+。。 vxeU 

所以对任意s>0，由上确界定义，对 。∈u，存在y~F(xo)，满足 

} ll~supllF(x。)lI—s 

由已知，对 一 。，存在Y EF( )，使得Y 一3， 

因此 sup!IF( )ll l1y ll 

= 1lyl1~suplT(x。)1l—e 
由s的任意性得 

百

／ im s(x )： ／ ira supllF( >11>
~ supllF(x。)ll=s(x。) 

1．1{】 s(x)是下半连续的。 

令 Ah：{x∈Ul s(x)>}c) 

由u的开性和s( )的下半连续性，得 

A 是开集，自然 U=U Ah 

7．~C33，p．7，定理 4的证明方法可得，存在 。，使得A免 中包含开 球 B-， 即， 使得 

S(x)在B。上有界。 

下面来证明对任意 。∈U，存在 。的邻域，使得s(x)在此邻域上有界，设B。=x。+Q ， 

其中Q。是原点的开邻域。 

对 x。∈U，显然存在t o> 0，使得 

x 0+t(x 0一 1)∈U 0<t<t 0 (1) 

=—了 矗 (B1一 1)+x。Eu (2) 
．．． 中任意元素x ，可表示成 

=X o+一 r (z—x1) z∈B1 

 ̂ F(x。+～ 一(z-x~)) 

= F(～ (x (X o--Xl 一 z) 
由已知得 

{． 

_-． ～ 

http://www.cqvip.com


 

1990年 第 1期 

m -， ) F(z) 

=lzt十z ， L∈0 L，岛然一zl∈Ql 

哥 ∈U， ∈Bl 

币 ，存拜 t，> 。． 0< < l时 ，商 

I +t 
E t ( 

取t。=min(t 0， 1) 当 0< <t。时 

自然 (1)，(2)，(3)同时成立。 

．

·

． 
对于固定的 存在 r> 0，使得 

A㈤ = 一 F( e 1))+ z、CB(0 ) Vz( r 

(斋 +矗 ) (备 ) 

F( 鲁 堕) ( ) B r V - 
天出 的正规往．存在闭球B(0，R)，满足 

CB(0，r)]P B(0，R) 

两 A( )cB(0，r) B(z )c留(0，r) 

．

·

． 
A(z)-~F(x )≤B(z ) 

欲s( )在 上是均匀有界的。 

蜀此 ∈U， 可选择 8> 0，淡得s( )在集 +￡B+8B上有界， ，存在 Z> o，淡 

曼 

2 s( +拍 +zB)c(0，f] (4) 

寸任意 l， 2∈ ÷。 ， i t ： 

，≯ ：= 。十{ ，十8曰+ 嚣 

～  l 一 2{； 
，  

= 一 ‘【__
l_ 一  

?rL I— 2} 

(1 一f ) 2十hz= ! 

．

·

． 
(王一h)F( 2)+ F(z)～F(xi)cp 

因此 F( 1)一F( 2)c耗(F(z)一F(xD)一P ‘ 

同理可得 

F( 2)一F( 1)ch(F( )一F( ：))一 

即 ’( 1)一F( 2)c『5(一F( )十F( 1))+P 

由 (2， 4)式得 

F( ：)一F( )，F( )一F( 2) B(0，f) 

圜此 F( i)～F( )C-[丑(G，免f>] =he．B(0，f)]p 

义由P的正规性，存在M 0，使得 
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[B(0，Z)]p(==MB(0，1) 

．

．

． F(，c。)一V(x 2)d。．MB(o，1)(== 一，c llB 

因此F在点，c∈【，是局部李普希兹连续的。由，c 的任意性，F在【，内的每点是李普希兹连 

续的。 

弓I理 2 设Y( )是严格P一凸的，则解集映射N( )也是严格P一凸的。 ． 

证明 设 。， ∈U，由y( )的严格P一凸性有 

九y( 1)十(1一九)y( 2)一Y(九 l+(1一X)u2)(二二P 

自然 列‘任意Yl∈N(u1)，Y2∈N(u2)，z∈N(九 l+(1一九) 2) 

有 九yl+(1一X)y2一z∈P 

由y ，Y ，砧勺任意性知，N( )是严格P一凸的。 ． 

由引理 1、引理 2，显然有下面定理成立。 

定理 1 设U是Banach空间z中的开凸集，y是偏序赋范空间，序由正规锥P确定，且 

y(1‘)是严格P一凸的， 以及Y( )(对任意仉∈u)是有界的，N(“)在U上是下半连续的。则 

N(“)在U内每点都是局部李普希兹连续的。 

下面开始讨论解集映射的伪李普希兹连续性，此处控制结构随着某参数变化而变化。 

假设：对任意非空紧子集Y。(==Y，N(Y。，D)是非空集合。 

弓I理 3 [(1)定理 2、 3]设F：x—y是闭值的集值映射，，c∈x，Y∈F(，c)， 则 下列条 

件等价。 

(a)F在点(，c，y)是伪李普希兹连续的。 

(b)dF在点 (，c，y)是局部李普希兹连续的。其中 

dF(，c，y)：dist(F(，c)，y)= min ll Y 一yll 
Y ∈F(，c) 

吉I理4 [(1)定理3、2] 设g：R ×R”一 是局部李普希兹连续的映射，C、E分别 

是R ×R”中的闭集，设集值映射 

F(u)={，c∈R“Jg(u，，c)∈C，(u，，c)∈F) 

若在点1，∈R 和，c∈F(u)处，仅有Y：0，z=0，才满足约束品性： 
f 

Y∈N (g(u，’，c))， (z，0)∈Y·ag(v，，c)+NF(u， ) 

则F在点 (u，，c)是伪李普希兹连续的。 

定理2 设【，×Y(【，)是闭的，y( )在点“是局部李普希兹连续的，D[y，]是与y 无关的锥， 

且 

clevDnD= 0)或空集 

又设yCN(Y(u)，y( )，D)，以及仅有z=0，Y=0，才满足约束品性 

(z，0)∈y·gl(u，y)+NE( ， ) 

则N(Y(u)，Y )，D)在点 (“，y)是伪李普希兹连续的。其中 

http://www.cqvip.com
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E=U×y(U)，I(u，y)= sup a(y—y ，evD) 

Y ∈y(“) 

证明 由于N(Y(u)，Y(“)，D)={y EY(U)l不存在y ∈Y(1‘)，y 4=y满足y Ey +D) 

：{Y∈y(【，)lyy ∈y(“) a(y—Y ，erD)=0) 

又由已知，clerDnD={0)或空集 

．

·

． N(y(u)，y(“)，D)={Y EY(U)l I(u，y)= sup d(y—Y ，evD) 0) 
Y ∈Y(“) 

= {y l，(“，y)=0，(“，y)∈U×y(u)) 

令 C：0，由引理 4，若能证得 l(u，y)在点 (“，y)是局部李普希兹连续的，即可。 

事实上，由 a(y—Y，，erD)相对 Y—Y 是李普希兹连续的，y(“)在点“是 局部李普希 

兹连续的，所以存在 “的邻域 ，满足 

a(yl—y ，8yD)≤d(y2一Y ，evD)+llyl—y2ll yyl，Yz∈y 

Y(u1)cY(u2)+lllul一“2IIB Vul，“2∈ 

因此 sup d(yl—y ，evD)≤ sup a(y2一Y ，evD)+Ilyl—y2l】 
Y ∈y( 1) y ∈y(“1) 

≤ sup a(y2一y ，evD)+lIyl—Y2II VuI，“2∈ 
y ∈y(“2)+lllul一“2IIB 

≤ sup Ca(y2一y ，8yD)+lllu2一“lllIIrll~+llyl—y2ll Vul，“2 EV 
y ∈y(“2)，r∈B 

≤ sup d(y2一y ，evD)+max(／，1)[I1“l一“2l1十l1yl—y211] Vul，“2 EV 
Y ∈￥< 2) 

于是 I(u，y1)≤，(“2，y2)+max(／，1)[1l“I一“2ll+llyl—YzlI] Vul，“2 EV 

故 N(y(u)，y(“)，D)在点 是伪李普希兹连续。 

定理3 设V×y。是闭集，对任意Y ∈y。，evD(v)[y ](控制结构随参数lJ变化)在点 

处，关于Y 是一致李普希兹连续的，且 y EN(YI，D(1J))=N2(1J)和 仅有 y=0， =0才满 

足约束品性。 

(z，0)∈y，Ol(v，y)+NE(v，y) 

并且cl~vD(v)[y ]I"1 D(1J)[y ]={0)或空集。则N2(1J)在点 (1J，y)是 伪李普希兹连续的。 

其中E=Vxyl，I(v，y)= sup a(y—Y ，evD(v)[y ])。 
y ∈Yl 

证明 令 C=0，由引理4，只须证 l(v，y)是局部李普希兹连续即可。 

由已知条件得，存在 的邻域 ，满足 

evD(v2)[y ]cevD(v1)[y ]+lilyl—lJ2fIB Vvl，lJ2∈V 

因此 a(yI—Y ，evD(v1)[y ])+lilyl—lJ 2lIB)≤d(yl—y ，evD(v2)[y ]) Vvl，u 2∈V 

而 d(yl—y ，evD(v1)(y ))一Zl{1Jl—u2lIB<~a(yl—y ，evD(v1)(y )+ZI1ul—u21IB) 

所以 a(yl—y ，evD(v1)[y ])≤d(yl—y ，evD(v 2)[y ])+lilyl—lJ2lIB 

因此 d(y J—Y ，evD(vI)[y ])≤d(yI—Y ，evD(v 2)[y ])+lilyl—lJ 2llB Vvl，lJ 2 EB 

≤d(y2一Y ，erD(v~)[y ])+max(／，1)oilyl—Y2lI+IIul—u 2lI]B yuI，lJ2∈V 

http://www.cqvip.com
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盘引曩 4，此定理得证。 

定理 t 。是闭集 对任意 ∈y。，d(7-Y ，?j 移( )[y ])关于(y，u)是下半连 

续f{ ， 及 el !，D )[y， D(u)[y ]={0)或空集和仅有 y=O， =0才满 足约束品性 

(z．0)∈y af(u，y)+NE( ，y) 

并 且 ，( ， )非空有界。则N。(”)在点 ( ，ze)是伪李普希兹连续的。其中F=r厂×yt， 的 

定义同定理 3． 

证明 由已镉得 

f(v，y)= sup a(y—Y ，evD(v)[y ])也是下半连续的， 又由[6]的定理 4和引理 4， 
y ∈ 

此定理得证。 ， 

定麓 5 若 f1 ￡y(y，+D(u)[y ])n Y( )关于 ( ，tJ)在点 (“，u)是局部李普希兹 
y EY(M) 

、 

连续的 且目标映射 F是闭值的集值映射，则 解 集 映 射 Ⅳ(y(似)，D(t，))=NI：(酣，u)在点 

(五， ， ) (vy一∈N 。( ， ))是伪李普希兹连续的。 

涯明 ‘．。Nl 2(z ， ) {3，∈y( )l不存在y EY(1￡)，3， ≠3，满足， 

Y∈y +D( )[y )) 

={3，∈Y ly∈ N ￡y(3， +D( )[3， ])n Y( )) 
y EY(u) 

!妇引理 s， 只须证 d 。。在点 ( ， ，3，)的某个邻域内是李普希兹连续的即可。 

而 dl 2(w)：d(Ⅳl 2( ，u)， ，) 

．

·

。 由已知条件和定理3的证法，同理可得存在 ( ，u)的邻域UXV，使得 
d(Nl 2( ，u1)，1 1)≤d(Nl 2( 2，u2)，w2+max(f，1) 

[ l一配2 ll+livJ—u2 lI+!l1 l一"，2 11]B y ( l，u1)，(u z，t}2)∈U X V 

因此 (! 。 在 点 ( ，u，w)(1 EY)是局部李普希兹连续的，由w的任意性 

故Nl 2( ， )在点 ( ， ，y)(3，∈N( ，y))是伪李普希兹连续的。 

解集映射的P一凸性 

定理 6 若约束映射x( )是凸的集值映射F(x， )是P一凸的，且偏序空间 y的序由闭的 

反对称锥P确定，并且y( )=F(x( )， )对任意 是非空紧集，则解集映射N(u)是P一凸的。 

证明 首先证Y( )是 P一凸的 ， 

事实上 对任意yi∈F(x( 1)， 1)，y2∈F(x( 2)， 2) 

显然存在 i∈x( 1)， 2∈x( 2)，满足 

yl∈F( l， 1)，y2∈F( 2， 2) 

由已知得 

九3，l十(1一九)y2∈F(ixl+(1一九) 2，九 l+(1一X)u2)+P 

cF(Xl九 l+(1一九) 2)，九 l+(1一九) 2)+P 

http://www.cqvip.com
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由Y ，y 的任意性，得 ’ 

F(Xl( 1)， 1)+(1一九)F(X( 2)， 2) 

cF(X( i+(1一h)u2)， l+(1一九) 2)+P 

又设 Yl∈N(u1)，Y2 EN(u2)，自然Yl EY( 1)，yj EY( 2) 

所以 yl+(1一X)y2 EY( l+(1一 ) 2)+P 

1．． 存在Y EY( l+(1一九) 2)，Pl∈P，使得 

yi 4-(1一九)Y2=Y+Pi 

按照(4]中定理3．15和3．16的证法可得，存在YEN(hul 4-(1一h)u2)，满足 Y=Y+P 

．

‘

． yl-t-(1一九)Y2=Y+(pl+P) 

从而 hN(u【)4-(1一X)N(u2)cN( 【4-(1一 ) 2)+P 

即 ( )是P一凸的。 

定理7 设y( )是序闭凸的，偏序空间y的序由闭的反对称锥P确定，且N(“)是紧集， 

则N(“)是P一凸的。 

证明 对任意wI EN(u1)，w2 EN( 2)，自然有wl EY( 1)，’̂，2 EY(u 2) 

又由已知条件得，存在Yl Eely(hul-t-(1一X)u2)， l EP 满足 

hwl+(1一X)w2cy 4-Pl 

于是 存在)， ∈Y(hul+(1一h)u2)，使得 一y 

按照[4]中定理3．15和定理3．16，存在 、 

Y EN(hul+(1一九) 2)，使得 Y =Y，4-P 
一  

．  

， J 

又由Y< )的紧性，对{y )存在子序列不妨就记成它本身。 

．

·

． Y -· ∈Ⅳ(九 l+(1一X)u2) ( — oc) 

由 (多 )、(y )的收敛性，自然P 也收敛。记作p 一p。． 

因此 hwl+(1一九)’̂，2=Y+(p。+pt) 

由P的闭性，-．．N( )是P一凸的。 

本文是在中国科学院，副研究员陈光亚，本院副教授李泽民指导下完成的，在此表示衷 

心的感谢。 
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LIPSCHITZIAN PROPERTIES 0F VECT0R OPTIMIZATION 

Li shengiie 

(Department of Natural ScieIlce) 

ABSTRACT This paper deals with parametrized vector optimization in which 

the ob jective mapping is set—valued mapping．Lipschitzian properties of solution 

mapping are emphatically studied
．
This paper shows that solution map is pseudo— 

Lipsehitzian if the only victors y
．= 0， z= 0 hold following constraint qualification 

(z，0) y．f(u，y)+NE(u，y) 

and set—valued mapping Y(u)=F(x(u)．u)(x(u) is constraint set) is locally Lips— 

chitzian if Y(u】is strong order convex and N(u)is lower semi—continuous
．

Order 

conyex peoperties of solution mapping are also studied
． 

KEY W ORDS 。vector optimization，Lipschitzian properties
， objective mapping 
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