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摘 要 本文根据 Reddy的三阶剪切变形理论，导出 T该理论下对称角铺设层 

合板非线性弯曲问题的控制微分方程组，井在四边固支边界条件下，用摄动法对上 

述微分方程组进行 T术解。针对不同的层合板参数进行 T大量的数位计算，并与经 

典'弩曲理论下的结果进行了出较，得到一些有意义的结果。 

关奠词 剪幻 更开j，非线性弯曲，层舍板 

用板的经典弯曲理论(CPT)来分析，计算板的弯曲问题时，所得结果与实验数 据 不 能 

很好吻合。其主要原因是经典弯曲理论忽略了横向剪切变形的影响，从而低估了板的挠度。 

由于复合材料层合板的拉伸弹性模量比剪切弹性模量大很多，因此更应该考虑剪切变形的影 

响。已有不少学者提出了多种剪切变形理论 。1983年J．N．Reddy提出了 “三阶剪切 变 形 理 

论 。该理论从位移场假设出发，且自动满足板上、下表面剪碰力为零的条件，因而 

不必引入 “剪切校正系数 ，比以往的 “一阶剪切变形理论”更合理。本文用摄动法求解了 

该理论下四边固定对称角铺设层合矩形板的非线性弯曲问题。计算结果表明。横向剪切变形 

的影响程度与层合板的宽厚比有很大关系，同时也与铺设角和材料特性有关。 

1 三阶剪切变形理论和控制微分方程组 

该理论的位移场假设 为 t 

“+z 詈c c̈ )] 

+z[ i4‘百Z )] 
“3 = tD 

车文199O年lo,q l2日收 。 
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式中“， ， 是中面位移。 ， 分别为中面法线关于j，轴稻 轴的转角， 为板厚。 

应变—— 位移关系为： 

e- +告 +z ， 一击 + )] 

ez= ， +号 ， +z[ ， 一 r ( ， + ， ) ． 
e3 0 ‘ 

． 

P 4=( +∞， )一 z ( + ， ) 

s5=( +w， )一矗z ( + ， ) 

3i 

e a + ， +z 奇 ， + +_2 )] (2) 
板坐标系下的应力——应变关系为 

图 1 

(3) 

图 l给出了层台板的几何尺寸和铺层形式 

由Haml1tan原理即可导出与位移场(1)和本构关系(3)相适应的平衡微分方程组 引 

入适当的无量纲量和对称角铺设层台板的刚度系数，即可得如下对称角铺设层台板的无量纲 
控制微分方程组： 。 
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工· + r工 + r工e +D r，o+̂ [( ·t，，￡+÷ ．})工 a + r( U，-+ 

，‘+ ，￡ ， )￡，。 +九{( ， +{ ，：)工 + ，}工 。 + 

2 l ，tW ，-工1 7 + { ， 工  ̈ + 1U，e e￡l口 + {U，{l￡i o + 

工l o + l工ll + l五l 2 =0 

式中L(i=1，2，⋯24)是微分算子，见附隶。 

(4)式中的各无量纲量定义如下： 

l=x／a， ：y／b，U=bu／h ， =bv／h 

=  ／ ， b'／h， = ，6／̂ ， l̂=a／b 

i a／h ，O=0‘q口／DII 

无量纲边界条件为 

l=0， 1’ U ： = =∥ ，￡= ： =0 

q=0， lj U = = =W ， = = ，=0 

板承受法向均布荷载作用，分布集度为q o 

2 摄动一 伽辽金法求解 

(4) 

(5 ) 

(6 ) 

取板的无量纲中心挠度w(o．5，0．5)为摄动参数，记为 o，将无量纲量0， ， ， 

U， 展成 。的级数形式t 

O = ∑ q 。 
= 1．3⋯ 

W = ∑ (g．q)W 0m 
= l-3 。’ 

= E (1， ) 0m 
Ⅲ =1．3⋯ 

= ∑ Y (§， )∥ 。 

U = ∑ “ (1，q)W o 
；2，4 J⋯ 

V： ∑ (1， ) 0 
m =2。4．⋯ 

(7) 

虑边界条件为t 

r．U1(0．5， 0．5)=1 - 

(O．5， 0．5)=0 ( 年 1) (8) 

将摄动级数(7)代入控制微分方程组(4)和遍界条件(6)中，并令 。同次幂的系数相等， 

即可得各级摄动微分方程组和相应的边界条件： 

工，wq+ l工8x + 1工·Y =0 

I口珊 + 1工1t‰ + 1￡1 2Yq：0 
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工· + + -工 ÷Dllq + 』 - ⋯“上- “ ( ⋯，，+ 
⋯ ，￡) ￡‘ ，+九l ⋯ ，扛 【5 i+九l“⋯ ，￡￡工 9 + {Ⅱ ，￡扛 2 0 。+ 

九}n⋯，。。工2l ，+ i ⋯， L 2 z 。+ } ⋯，￡扛 8 ．+ } ⋯， 。工2 。]+ 
m一 2 m⋯ I r 1 

置 ． ．‘寺工-3Wm-i-j“ ⋯ “- ,．Wm-i-j 

2 "⋯_j)+ ， {工z~Udm-i-t+ H)]-．- (9) 
§=o，1 = ，￡= =Y =0 

=O，1 = = =Y =0 (1O) 

(m =1，3，⋯ ) 

和 

LIu．+工 + 
．

m

暑- ( i+ ． ： ；)=0 -i，3 、̂i ， 

L zu．+工a + 
．

m

暑- 
．( ，，；工： ⋯+ ， a ⋯)=o (11) 

g=0，1 and =0，1 n = =0 (m=2，4，⋯) (12) 

各级摄动解均取为如下双级数形式： 

m(毫， )=暑置 ’ (毫 (1 

m ( ) 宣害 Sp(~)wy a01) 

(§，t1) 羞芦 ’ (§ ( 
( =1．3⋯ ) 

m( 暑羞“ ’ ( ) 

(暑， ) ∑ ∑ ’ (毫) ( ) 
P‘l Ⅱ一 I 

(m =2，4，⋯ ) 

式中删 (已)与wy 01)和S (毫)与Tq(n)具有相同的形式： 

)= 一 ；一 暑鲁 一抽 ) 
(§)=5in2 l 

当 按表1取值时，所有的边界条件均能满足 。 

表 1 的值 

(13) 

(14) 

(1 5) 
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将 (1 3)， (I4)代入(9)和 (1】)中，得到残值月 (j!=1，2⋯5)．将残值 。代入伽 

辽金方程可得消除残值的方程组； 

f1 f1 j，jded1：0 (扣1，2，3，4，5) (1 6) 
J 0 J 0 

其 中 

(， ，z，，。，，t，，s) (§)Ⅲ ( )，wxp(g)T ( )，wxp(g)wy ( )， 

(§)wy口( )， Xp(})丁 ( )) 

(16)式给出_『确定各次摄动解中待定系数{x )，(y )，{ ’)和{ )，{啃’)的两 
组线性代表方程组。其矩阵形式分 6为： 

AX 【 1=C ㈨ (m =1， 3， ⋯) (17) 

By ：D (m 2，4，⋯) (18、 

其中 B是系数矩阵。 m ：[{ ，{ }，{ )] ， m =[( )，{ ’ 是 
未知量列阵。C Im)，D㈤ 是常数项列阵，其值随m而异。求解时 (1 2)和 (13)中的各级数 

均取49项。 

求解过程为，在 (17)中取 ：1，并考虑到(8)中第一式，可求 出 ‘ 和口t， 得 到一 

级摄动解。又在(18)中取m：2，可求出 ⋯ ，得到二级摄动解。再在 (17)中取m 3， 并 

考虑到(8)中第二式，可求出 ㈨ 稻q。，从而获得三级摄动解。更高级的摄动解可 类 似得 

到。本文只计算到问题的三级摄动解。 

由应变—— 位移关系(2)，应力——应变关系(3)可以求出层台板的薄膜应力和弯曲应 

力：无量纲薄膜应力 
．  

_̂I(U，c+ + )+̂{( U，口+ 

+告 )+1W， 
无量纲 最大弯曲应力 

：  
1 

；+ ‰ 一 z ，+2 t 

一  

⋯ )．cv,．J ‘ 
其 中 

∞L 1 赤 i l l ‘1。 
其余的应力可类似求得。 

3 计算结果与分析 

术文对三阶剪切变形理论下 (HSDT)四边硐支列称角铺设屠台板的大挠度问题进行了 

计算。材料常数取为： ． ’ 
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肘 ．I{Ei／E 2=40，Gi 2／E 2=Gl 8／F 2=0．6，G 2 3／E2=0．2， l 2= l 3=0．25 

． ⅡI 】／E：=25，G】±／E2=Gj 3／F2=0．5，G 2 3／E2=0．2， l 2= j{ 0．25 

作者还根据文献[5]的方法编制了经典弯曲理论(CPT)下的计算程序，其计算结果与文 

献(5]，[6]相当吻合。 

在下面给出的算例中，我们取d。=0／2． 

图2给出的是三阶剪切变形理论下的荷载——挠度曲线，并与经典弯曲理论下的结果进 

行了比较。从图中可以看到，经典弯曲理论低估了层台板的挠度。 

qo口：／ 2h’ 

囝2 三阶剪切变开j理论下的荷载 

一 挠 度曲线 

詈-1．NL=3,0=1S％M o oI) 

2 O 

I．S 

l 0 

n 5 

r 

} C．qSD'T
—  

L 口 15。 ) 

Cp 

一 一 ． ～ ．J一 一 ⋯  ． ．～ L ．～ |一
． ． ．．  

0 3§ 

a
／h 

囝3 不同铺设 角时层合板宽厚出 

对挠 度的影响 

(Ⅳ s， a ) 

图 3。给出的是不同铺设角下挠度随宽厚比变化的曲线。可以看到，在宽厚比较小时，由 

三阶剪切变形理论得到的挠度与经典弯曲理论下的挠度有较大的差别。且剪切变形的影响程 

2．O 

1．5 

I·0 

5 

0 

q。口：／ ，h‘ 

圈4 材料各向异性甘层合板挠度的影响 图5 不同材料的荷载一挠度曲巍 

一s-} ) ． 手=1m 日： ) 
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度与铺设角有关}随着铺设角的减小，剪切变形的影响程度越来越大。 

图 4给出的是三层、1 5 o角铺设层台板的弹性模量比——挠度曲线。结果表明，剪切变形 

的影响程度与材料的各向异性程度有关，它随材料弹性模量比的减小而减小。即使在弹性模 

量比较小的情况下，仍应考虑剪韧变形的影响。图 5给出的是不同弹性模量比下的荷载一挠 

度曲线。 

图 6给出的是不同铺设角下的荷载一挠度曲线。图7给出的是45。角铺设层台板在不同铺 

层数下的荷载一挠度曲线。 

。
口：／E2̂‘ 

图6 三阶剪切变形理论下不同铺设 角层 图7 三阶剪切变形理论下不同铺设层数层 

板的荷合载一挠度曲线 合板的荷载一挠度曲线 

(≯一s-詈 -，e= - ) ( 告 = - ’，) 
表2列出的是3O。角铺设层合板在不同边长比时的荷载值。图8给出的是铺设角为0 时的 

荷载一挠度曲线。图形表明，随着宽厚比的增大非线性项的影响增大。 

裹 2 不同长宽比时的荷慧值 

g00o ／E2 

D 

=1．o 詈=1·5 罟I2．0 { 3．0 
o．6 20．89 17．o1 16．25 15．56 

_  

1．o 56．o1 46．56 45．10 43．25 

1．6 17 ．25 145．56 142．25 136．6口 · 

2．0 310．69 264．21 258．75 24B．6B 

( =5，NL =3，0 50e， ．，) 
 ̂

● _ 

u 

图9，图1O绐出的是3O。角铺设层台板的薄膜应力和弯曲应力随挠度变化的曲线。计算结 

http://www.cqvip.com


第3期 刘 东等。高阶剪切变形理论下角铺设层台板的大挠度问题 37 

果表明，薄膜应力和弯曲应力的最大值均发生在固支边界上，横向剪切应力与薄膜应力和弯 

曲应力相比很小。 

口。口：／ Î‘ 

图8 三阶剪切变开j理论下不同宽厚}匕 

层合板的荷载一挠度曲线 

(；．=1，Ⅳ工 8= J) 

图9 三阶剪切变开j理论卞薄腱应力 

- 变化曲 线 

=s，詈= ，Ⅳ工=s，。=30，~．，M · ) 

图1O 三阶剪切 变开j理论下弯曲应力变化曲线 

( =5，詈=l，Ⅳ =3，8=3o。，M ． 

本文计算是在SIEMENS 7S~OC机上完成的。 

附 景 

(4)式中微分算子 ；定义如下， 

1( )= = 【l( )，“+2 1 e 1( )，￡-+ e B ( )．̈  

：( )= ¨ ( )，“ +( 1 2+ 日B) l( )，￡．+ 2 e 1( )，．- 

，( )= 。e( )，“+2A,e l( )，￡．+ 2； ( )，" 
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)= 刚  ( +2A一

4 5a z )一+ ‘da ),oo-器 n()，￡i』e 
+4Hl e 】( )，￡cft+2(H】2+2H B e) {( )，￡c +4H 2 B ( )，{口l_ 

+H j()，口 ] 

工 ()= [ l1( fc+3 。。 -( ￡口+(2_F I2) {()'l 

+ ：e ()，，，，]+ B Ba~()，{+ ． a。 。()， 一 

工e()= [ -e()， ￡+(2 。 + ：) 。(。 ，￡c，+3 。 j()，{ 

： ( )，̈ ]+二哇． a ( )，￡+ ． 。 ( )，， 

工 ()= [一 -·()， El一3 ()，“。一(2芦。 + ) {()， 。， 

一 z。 }( 1，̈ ]一二l a ( )，￡一 。： ，( )， 。 
一  一  j 一

。  

一  ． 

工8( )=D11( )，￡￡+2Dl e l( )，E，+D B。 i( ) _一A B 5a ( ) 

工。( )= 。( )，cf+( 。+ 。。) l( )，l + j( )，̈ 一 。 a：( ) 

Ll o()= [一H-e()，e￡：一( 。 + 。) ()，“ 一3 。 {()， ， 

一  z ： }()， ]-- a。()，E— 。．a z ()，。 
I ( )=_D，。( )，￡E+( 。 +_D，±) ( )，￡ +fi {()， ，． ． a：( ) 

工l 2( )= e( )，Ei
．

+2Di e J( )，￡ + ：l {( )̈ ，一 ‘．a ( ) 

工l 3( )=A1l( )，E￡+2 lAl e( )，j口+ } l±( )，̈  

工1‘( )= l e( )，￡E+ lA e。( )，E-+ { ：e( )，II 

工l 5( )： l 2( )， ￡+2 】 z。( )，‘I { ±2( )⋯ 

工̈ ( )=AI1( )，“+2 j ¨( )，￡。+A  ̈ ( )，I 

工"( )=At e( )，{￡+( I：+ B e) l( )，“ +Al e i( )，l 
· ·

； 

Jl( )=A e。( )，“+2A 2 e l( )，E-+ { t z( )̈ t； 

工¨ ( )=A Il( )，E+ 】A l e( )，口 

工t。( )=2A1 e( )，E+ 】A e e( )，，+ lAI 2( )，t 。 

工¨ ( )=A¨ ( )，E+ JA：e( )， 
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Lt：( )=A1 6( 

L 2 8( )= 【：( 

L：．( )=A2 ( 

其中 

互j= 一hS-／D 器 ( 4’5) 

)， 

；，=D。 一百 }_F。，+ H。 (i， =1，2，6) 

=  = 嘉H；． (f， =1Iz，6) 
A_f’D_j，F⋯ H；j是层台板的刚度系数 

( {j，Di』，F。 ，H。j)=j。。j(1．，z。，z ，z ) z 
一 ^‘ z 

cA；，，D ，F j)=』。． (1， ，z‘)dZ 

1 

2 

8 

4 

5 
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NONLINEAR ANALYSIS 0F LAMlNATED ANGLE．PLY 

PLATE USING A HIGHER．ORDER SHEAR 

DEFORMAT10N THE0RY 

Liu Dong D“ M aocai Li“ Longquan 

(Department of Civi|Engineering) 

A日STRACT A higher-order shear deformatlon theorY i S used to 

analyse non1incaf bending of symmetri ea11Y laminated angle—ply rect— 

angula r plates． The nonlinear governing differentia1 equations a re solved 

here by using perturbation method． Numerica1 rerults are presented graph— 

ically for vairous parameters of 1aminated plate．The present solutions are 

compared with those obtained using the clas sica1 plate theory
． A lot of 

Significient coil(：lusions a re obtajned． 

Plate． 

KEYW ORD$ Sheax deformation， Nonlinear Bending， Lamtnated 
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