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完全图Kp(p≥5)不是算术图 

张 建 高 

(违 管 系) 

摘 要 一个 ( ，q) ．图G被称为 (岛，d)一算术图，如 果可以给它的顶点分配 

不同的非 负整数，使得 由分配给每条边的端点的数之和所得到的边的值能够排成一 

个算术级数岛，k+d，k+2d，⋯，k+(口一1)d．在本文中，我们证 明了完奎图Kp( ≥ 

5)不是算术图。从而证实了B．D．Aeharya和S．M．Hegde在[1]中提 出的一个猜 

想是对的。 

关键 词 算术 图， 啊．最函数 ， 边函数 

在本文中，所有的图都是简单图，没有定义的术语和记号都可以在[2]中找到。下面的 

若干术语和记号都来自[1]。 

已给一个图G=( ，E)，非负整数集Ⅳ，Ⅳ的子集 和一个交换二元算子‘：N ×Ⅳ一Ⅳ， 

每个顶点函数 ，： (G)一 导出一个边函数 ，‘： (G)一Ⅳ 使 得 ，’(“ )=‘(，(“)，，( )) 
= ，(“)·，( )， “ ∈E(G)．通常，感兴趣的是决定顶点函数 ，： (G)一 有一个特殊的 

性质P使得导出的边函数 ， ： (G)一Ⅳ有一个特殊性质0，而P和0不一定不相同。如果顶 

点函数，： (G)斗 导出的边函数 ， ； (G)斗Ⅳ 被定义为 ， (“ )=，(“)+，( )， Ⅱ ∈ 

(G)，则称 ，是可加的，今后，将 ，的这个特殊导出映射表示为， 。 

促进可加顶点函数 的研究的主要因素，来 自于被称为成果分配的分配问题解中的合作形 

式的研究，它是这样一种社会现象；在两个独立的实体之间，基于对共同利益的问题的某些 

不同看法，靠分配他们的部分成果而获得彼此的相互帮助。 

图G=( ， )的一个可加数值映射是一个 内可加顶点函数 ，使得导出的边函数 ， 也是 

内映射。我们将使用下面的记号： 

(G)=G的所有可加数值映射之集 

，(G)={，( )l ∈ (G)) 

，‘(G>={，0(P)1日∈E(G)) 

ISl：有限集S的基数 

对任何有限实数集 S，记 
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完全图Kp的算术性质 

S⋯  min 
e S 

， (G)： miI1 ， (口) 
eE‘ ) 

S max 
eS 

69 

已绐一个 (p，Q) 一图G轺 ，∈ (G)，我们说 ，是 (A，d)．算术的，如果 ， (G)=( ， 

+d， +2d，⋯， +(口一1)d}， 其中 和 d是给定的正整数。 用 A ，̂d(G)表示 G的所有 

( ，d)．算术可加数值映射之集。称图G是 ( ，d)一算术的，如果 ，̂ (G)≠ ． 我们说G是 

算术图，如果存在 和d，使得G是 ( ，d)一算术的。 

B．D．Acharya和s．M．Hegde l 给出了完全图 3和 ‘的所有 ( ，d)一算术数值映 

射，并猜想 ≥5时， 不是算术图。在这一节中，我们将证明他们的猜想是对的。 

下面，我们给出有限个实数的两两之和的一般性结果。 

定理 l 设S={S。，S：，⋯，S )是 P个实数之集，令 S ={ ， =SI+SilSl，S ∈S， 

≠，}．如果s+：{d，d+卢，Ⅱ+2卢，⋯，a+f(￡)一l1 ，其中卢>0，Np<5) 
征瞬 用反证法导出矛盾。假设对某个 p(p≥5)， 存在实数集 S=fS-，Sz，⋯，S )， 

不失一般性，设 

S1<S 2< ⋯ <S (1) 

使得对 J拿> 0及a有 

S ：{ ，口十卢， 十2卢， +[(g)一 ] (2) 
我们来Bl出矛盾。 

由(2)，Is I=( )，故任何{ ， )≠fi ，， )，均有 
SI，j≠S ，，I， (3) 

另外，由定义，Si，j= 

记S S ，定义集合序列t 

S“ =S‘＼fs h)，i=0，1，2⋯ 

显然，S。，S1，S ，⋯，S ，⋯有性质I 

p1 SI． ，i≥(g) 

P2 s a+ 卢，0≤ <(；) 

P3 St=(a+ifl~a+(i+1)卢，⋯，。+[(g)一1] )，0≤f<(；) 
因为 f≠，，由(1)，有 

Si， Sl 4-Sf≥Sl 4-S。：Sl， 
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所 以 

S ． ：S】．2=S L—S 2=口 

设 i， f， 是正粒数，著 J(i， ．埘 j=4，则对 S⋯ 有 

S⋯ ：S S ̂．一S ，f (4) 

事实上，只要 f≠ ，i≠f，̂4-，，A≠?卿 一一 

由定义 ，有 

S =S。＼ S ， }={S．， If≠ ，i+ > 3) 

因为vS⋯ ∈S ，i+ ≥ 4， 月．i≠ ， 必有 ≥ 3或者 ≥ 3，因此， S⋯ =S +SJ≥S1+ 

j =  l ，3
． 所以 

．  

、 

S ． =s =a f 

S ，。=s =a+ I 
， 

．  

现在 S =S ＼{S⋯  S ，8}， 所以 S ∈S。均有 4- ≥ 5， 

Sl，i≥S’2，a，如果min(f， )=1，则max( ， )≥ 4，有 e，J≥S】，{， 

≥ 时，S，， =S{+S，≥Si +Sj=Sl ，J，．所以 

情形 1 

设 S 2，a 

(10)r 

从而我们有 

S i = ’上2 ∈{S ， ， 

S： =S】，4=。+2 ’ -。 

÷r ，由S 2，3∈S。，r≥ 3． 
● 

_ 

3，即 S ，。=＆+3 =S ⋯ 则 。 

S ，t S 2-。+S】， 一S ，3 口+4 =S 

s3，4=s 2，3+s】， 一S】，2=Ⅱ+5 =s三 

由 (5)和 (6)知， ， 

从而 S⋯ ≥Sl， 所 以 

于是得到 

Sl，。=s = +2 l 

S 2，3=s：i =口+3 l 

S 5：i a，4=s三 = + I 
< 5，S⋯ S。，即是说， S 

S i =Sl，5= + 6 

(5) 

若 mi Zl(f， )≥ 2，则 

因为由 (1)，f≥f ，， 

(6) 

， ∈S ，必有 max(／，J)≥ 5， 

+ 

l】 

3  
S  

+ 

S  

= 

3  

S  

ll 

a 

m 
S  

而 
从 
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S：， ：S 2，j+S⋯ 一S1．3=“+ 8卢 

S 3，5：S 3，2一r Sl，B—S】．2=口+9卢 

S⋯ =S 4，2+S㈧ 一S1．：=口+10卢 

若 = 5， 那 么由 

一  ofJ=S ， ≤s =“+[(i)-- j卢 
：d+ g自 

得到 ≤ 0与 > 0矛盾。故 > 5． 

现 在 S ， = +8卢：S三． > S i ，设S ． =S三． ，则显然 max(f， )≥ 5，因为S [ 

S ．又因为 f< 5时，S⋯ ≠S：lⅡ，所 l~7．max(i， )≥ 6，从而S⋯≥Sl⋯ 由 Sl，a∈S ， 

故得 

S：． =Sl，a=d+7卢 

由此得 到 

S 2，8=S 2，3+SI，日一S1，3 

=(Ⅱ+3卢)+(口+7卢)一(口+卢) 

=a+ 9卢=S。，5 

于是l s l≤(；)一1<(2)与(2)矛盾。 
(1 b) r：4 J 即 S 2，s= -i-4 =S 

设 S ：si， =Si_广S =口+3卢，由 Sl，2<S】，3<S三i <S 2，3，故 max(f，，)≥ 4， 

故 Si， ≥S ⋯ 但是 S ， =S ． < S ，以及 

s 2，l=S ，3+Sl，4一Sl， =Ⅱ+5卢>S i 

S 3，‘=s a，2+Sl，4一Sl，2=Ⅱ+6卢>S三i 

所FJ,max(i， )≥ 5，即Si，j≥Sl，5，由于SI，B∈S ，因而，应有 ． 

S ：SI，5=口+ 3 

于是由 (4)得到 

S2，5=S¨3+S】，5一Sl，a 

= (g+4口)+(g+3卢)一(口q- ) 

=a+6卢=S3，。 

从而iS {《( )与(2)和(3)矛盾。 
(1 c) r≥ 5，即S2，3≥g+5口． 

现在 S1，2<Sl，3<SI，．<S Ij<S 2，a．由于 

一 _ ， S；l 薯Sẗ +sl’· ，1只 ；，3 嚣． 
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， S 3．‘=S 3，z+S，，‘一Sl，2=S 2，3+ 2 

设S⋯ =S：1日 a+3 ，则有max( ， )≥ 5，故 ， ≥S ， ，由S，
， ∈ss，因此 

S =sI，5=a+ 3 

从而得到 

S 2， =S2，a+Sl，5一S1
，3 

S 2，3+(口+ 3 )一(d+ ) 

= S2，3+ 2 =S 3，‘ 

这与 (3)矛盾。 

情形 2 S： =Sz，8=d+2 I9． 

由 (5)，S，，2<S-，。<S 2，s<S h故 ≠，，max(／， )≥ 4，则 ，f∈S。
， 所以 

SI，‘=S：I-：d+3 

因此 

S ，·=S2，3+S-，．一S。，s=口+4I9=S： 

S3，I=Ss，2+S1，‘一S1，2=口+5fl=5．三 

i~max(i，，)≤ 4时，s⋯ 毛s ．由S。，B∈s a，必有 

S： =SI，5=口+6 

S 2，5=Si，3+Sl，6一S1，3=d+7 =S： 

Ss，6=Sz，。+S-，。一S，， =口+8I9=S：i 

SI，B=d+10 =S 

于是 设 ，i S i 口+ 9 ， 那么， max(／，，)≥ 6，而 S1，。∈S。，故 S⋯ =S1
，。 

= S：b=口+9I9．从而 

S2，B=S z，j+S，，e—SI，3=口+10 =S．
，I 

与 (3)矛盾。 

综上所述 ，所有的情形都导致矛盾，这说明我们的假设是错的，因此定理是对的
。 

完成证明。 

由定理 1，立即可得 

定理 2 完全图K，( ≥ 5)不是算术图。 

证明 设对p， ，是算术图，则存在正整数 和d使得 K，是 ( ， ) 算术的，即 

S  

一∈ 

+ 

d 

lI 

2  

一 

5  

S  

+ 

2  

I  

lJ 

B  

‘  

．  
幺 5 
那 > 

p  

以 

= 所 

o 果 盾 在 
如 矛 现 

致 

导  
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， 
( )≠ ．设 ，∈A。， ( >，Ns=f(Kp>是 个不同非负整数之集，且 S =， ( p) 

= { ，k+d，⋯，k+((g)一1] ，其中d>0。按照定理1，应有p<5． 
定理得证。 

Kl和 是平凡的，B．D．Acharya~S．M．Hegde 给出了 a和 。的所有 ( ，d)一算 

术值映射，而定理 2断言所有的 (p≥ 5>不是算术圈， 从而完全刻划了完全图 p的算术 

性质 
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THE COMPLETE GRAPHS Kp(p≥5)ARE 

NOT ARITHMETIC． 

Zhang Iiangao 

(Dept．of Construction Management) 

ABSTRACT A(P，q)-graph G is said to be (k，d)-arithmetic． If its 

vertices Call be assigned distinct nonnegative integers，then the values of the 

edges，obtained as the sums of the numbers assigned to their ends vertices， 

earl be arranged in the arithmetie progression k，k+d，k+2d，⋯ ，k+(q一1)d． 

In this paper，if S={sl，⋯，S"Si is real number，i=1，⋯，p，and si≠Si(i≠j)， 

S ={sij=Sj+SjI Sj，Si∈S，i≠jh then S ={a，a+B，a+2B，，⋯，a+Ep(p一1)／2—1 

]B) where B> 0，implies that p<5，the result is obtained． From the 

resll1t， it can be known that the complete graph Kp(p≥ 5)is not arithmetic。 

This verifie S that one of the conjecture S proposed by B．D．Aeharya and 

S．M ．Hegde iS tru e． 
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