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积分方程在压杆稳定中的应用 

陈 春 

(毽筑工程系) 

摘 要 本文针对材料力学中压杆失稳临界力的确定，引用了积分方程井加 以 

讨论，从而使对该问题的研 究方法进一步提高。 
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在材料力学中，有关压杆失稳临界力的确定方法很多，但有些问题 (如变截面压杆)如 

果引入积分方程的运算， 临界力的确定就较文[3] p的方法 (解 Bessel方程)更 为直接明 

了。 

1 由影响线概念建立压杆稳定积分方程 

由梁的挠曲线影响线概念，在无轴向力作用时，梁轴任一点的挠度可表示为 

rf 

Y( )=l K( ，f)g(f)dt (1) 
J 0 

式中 f——粱 (或忏)的长度，口(f)——梁 (或杆) 的横向荷载集度，Y( )——梁(或杆) 

的某点挠度，Ⅳ( ，f)——单位力作用在坐标为 t的点所引起坐标为 点的挠度。 ‘ 。 

由位移互等定理： K(x， )=K(f， ) (2) 

故 (1)为粱在坐标为 截面的挠度影响线。 

如果把粱改为受到轴向压力P作用的压杆， 则由挠曲线近似微分方程得； 

EIy ( )： ( )=一尸 ( ) (3) 

式 中 F，——抗弯 刚度，M(x)——压杆任意截面弯矩 

把 (3)微分两次得： 

F y ( )=口( )=一尸 < ) (4) 

把 (4)中 换成 t得； 
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q(f)= 一P (f) 

把 (5)中的 口( )比拟为压杆作为梁所受到的 个横向荷载。 

‘  

c +Pf'
o 

， c ， ：0 

(5) 

将 (5)代人 (1)得{ 

(6) 

叉因在轴向力P的作用下，压杆两端的横向剪力为：0 =一．P (O)，0 =一P ，(j) 

0 ，0 引起的挠度为： 

y，( )=一0 ( ，O)+0 K( ，j)= p[ C O)y (0)一』(( ，j)y (j)] (7) 

把 (7)加到 (6)印得符合任意边界条件的压杆挠度祝分方程： 

rf 

Y( )+Pl K(x，f)y rf e )df+PcK( ，O)y (o)一． (k，f) (})]=0 (8) 
．  

对 (8)进行一次分部积分搿： 
r1 0 

( ) PJ 分 ( ， ) ( ) 
再对 微分一次碍 

令 

由位移互等定理 ( ，}) 

最后 (9)成为 

(9) 

(1O) 

Y ( )=PI T( ，f)_)r (f)dt (11) 
J 0 

方程 (11)即为压杆稳定的积分方程。它是以T(x， )为对称核且关于函 数 y ( 的第二种 

Fredholm积分方程。它是 · 、 

当 P非零时可确定作为方程 (11) 的特征值 P ， 其最小特征值 P 即为压杆的临界力，即 
P If=P I。 。。 ‘ ’ ； ．。_J 

： 
．  

‘  

．

～  

lI 

2 由基本微分方程建立压杆稳定积分方程 ：‘ ． 

对于图1所示雁杆，其逝界条侍为一 ⋯ 一 

y(o)：y(f)= 0 (1 2) 

假设压杆为变截面 ，则抗弯刚度为 EI(x)，E——压 

杆弹性模量， I( )——压杆在横坐标 处的截面惯性 

矩。 ～ 一 ⋯ 

则压杆挠曲线Y= ( )满足微 劈程 

’孳— 
}～ ～⋯一 ⋯ — 一 

_ = ． 固1 } ～一 ⋯ 

d " E， )警]= ( ) 
式中 ‘ 』lf( )= Py(x) 

(13) 

(14) 

y 

，  

r 生葛_ 

尸 

= 

0  

．  

(  ． 
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尸——压杆的轴向压力。 

把 (1 4)代八 (1 3)得变截面压杆的挠曲线方程 

丢 EI( 軎] ( 0 (15) 

记  ̂ a -，引八边界条件 (12)将 (15)化为压杆稳定积分方程 

rf 

Y( )= l G( ，})y(f)dt (16) 
J 口 

式中积分核G(x，f)为Gre en函数。其表达式由具体问题参照文 加以确定。 

(16)就是等价于 (12)和 (1 5)的第二类Fredholm积分方程。 

在 (16)中 为非零特征值，当尸 = E在 取最小特征值  ̂时，尸即为压杆的临界 

力。 

即 尸Ij=尸l=^lE (1 7) 

1
， G a(x,1)dxdt 

当 EI(x)=E1=常量， 即为等直压杆， 其压杆稳定积分方 程 仍 为 

D 刍』，且 

i卫  (0≤ ) 

I ( ≤f) 

5 算 例 

(18) 

(16)， 只是式 中 

现在我们考虑一个对应于边界条件 (12)的矩形变截面压杆的临；界力问题。以6 和 

6。(1+J)(常数 > 0)为压杆两端截面宽度， ^为杆截面厚度，如图 2． 于是在横坐标 x 

上 
T- 

}_—— 

“(1+÷工) 

圈 2 

1 

1“(1d-j) 

t 
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处，压杆截面宽度为6。(1+』 )J该截面惯性矩为 

)= =警 (1⋯川0(1⋯) 
式中 I o=—b ob

『_

3

刀,, =O处截面惯性矩，口=i／1 

则 (16)变为 

c = 』 G c ， c ，dr 
式中 =x／i。， =P／E 

参照文[6]确定Gre en函数G( ， )为 

G 

⋯ 圳 “ (～  

1n(1+at)ln ( ≤『) 

式中 C=aln(1+a1)． 

最后确定临界力就归结为求积分方程 (2O) 的最小特征值 “。． 

由 (18)得 

把 (21)代入 (22) 

音 G 删f 
并约去 口 (即 )的高次幂可得 

古 (矗一 ) 
也口j将 (22)编制计算机程序，进行电算处理。 

又因 ：，。 ：P／E，而 ，。= 

由(17)所得所求临界力的近似公式 

Pli=P-=E -=E，。 ．=! 亘 (1+2，)= (1+2，) 

若设 ，= 0，即为等直压杆，其所求临界力近似值为 

=  

它比用欧拉公式所得的准确值 

Pll=挚 ： 
要小 5％，其精 度椅台兽求。 

(20) 

(22) 
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4 误差分析 

埘 蚪 年 

积分方程 (2O)式可用各种近似方法求解 本文所采辟5的是积分方程理论中的Hilbe rt～ 

Sehmidt定理。 该方法是一种近似法， 它 用核迹线求最小特征值得到的临界力是准确值的 

下限(式(22)中的 }称为第二核迹线)。由于这种方法将临界力(特征值)的确定与失 
稳形式 (特征函数 )的建立分开考虑，而通常采用的方法 对这两者是同时考虑的， 

雌而，按 (22)求得的临界荷载近似值总是低于精确值。 

5 结 语 

本文巨斤建立的积分方程是线性齐次的，它适用于细 压杆小挠度失稳的情况。若采用变 

形曲线曲率的精确表达式 ，mⅡ得到的积分方程是非线性的。 

用本文所述的方法确定算例中压杆的临界力，避免 了解Bessel方程以及可能出现的复杂 

超越方程。对于确定其它较复杂情形下的细长受压杆临界力问题，如在自重作用下或阶梯形 

变截面压杆等，采用该方法也可显示出某种优越性。 
。  

l 

感谢 汪礼 顺教授 对本文的指 导。 
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APPLICATION OF INTEGRAL EQUA,TION 0 

THE STABILITY OF COMPRESSION BARS 

Chen Chun 
L  

(Departmeat of Civil Engi-neering) 

ABSTRACT This paper proposes integral equation to find th e critieal 

bu ek1ing load of compression bars in meehanies 0{ mate ia s，
．
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