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Richardson迭代法的参数选择 

及 其 优 化 

‘基础科学系) 

摘 要 本文给 出了对称AE．定线性代教方程组的二阶Richardson迭代法中参 

数选择的幂限， 及参数的优化，使该迭代法收敛更快。 

关键词 zt韭垩墨丝堡，Richardsoni ：墨兰，避±堡 

i 基本方法 

考虑线性代数方程组 

A =6 

其中系数矩阵 对称正定，将矩阵 分裂为 

A =M —N 

这里矩阵村亦对称正定。且线性代数方程组 

M y=c 

易于求解 下述算法称为二阶Richardson迭代法 。 

适当选择参数d>0，w>0，且任意给定初始向量 。， 

生近似向量序列{ )t 

(1) 

(2) 

。 按照下列公 式 (3)一(5)产 

i +̂l= ．̂1+∞(azl 4- i— 一̂】) 

M ẑ =r̂ 

{ =̂6一Ax 

( =1， 2， 3， ⋯ ) 

如果lima： = ’，则向量 ’就是原方程组 (1)的解。 

奉 盘l口92年1O月6日收虱。 

(3) 

(4) 

(5) 

一 二 
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2 方法的收敛性 

设 ’为方程组 (1) 

则由 (3)式可得 

注意到 

则有 

的精确解。记误差向量 
B^： ’ 一 

 ̂

i 一̂1+69( +̂ 一 —1) 

(6) 

+̂1=69( —n̂ f一 A)ê +(1一co) 
一̂ l 

=coH e k+(1一co)ek一1 (7) 

其中 

H = 一Ⅱ』lf‘ A (8) 

这里， 为n阶单位矩阵。由于』lf对称正定，故』lf可分解为 

M ：MiM~ 

式中矩阵』lf 亦为对称正定。从而，矩阵H可分解为 

H ： —n』lf一 』4：M一{(』
一
口M一~AM 一{』4M—i)』lf± 

：
M一~VEVTM~ 

式中矩阵∑为对称矩 阵 —aM-iAM一±的 n个特征值0 (i_1
， 2，⋯，n)构成曲对角矩阵 

∑ =diaa(ol， 2， ⋯， a ) 

V为相应的特征向量构成的正交矩阵。令 

：
v rM } 

则有 ·一0，当且 仅 当 B—·0．由(7)式可得 
^  ^  ^  

j= ∞∑ +̂(1一co) 一̂1 (9) 

其分量式为 
^  ^  ^  

(gk+，)：= ∞·0 ( )．+ (1一co)(B b—1) 

(I l， 2， ⋯， “) 

这是关 于 ( )̂：(i=1，2，⋯，n)的差分方程，其特征方程是 

}̂一∞a． ．+(∞一1)=0 

(i=1， 2， ⋯， n) 

设其根分别为 ， 与Z．，：(i=1，2，⋯，n)，令 

p 乏{ o ( 1， z)) 

定理 1 假设矩阵 和Ⅳ对称正定，p由(12)式给出，则当p< 1时， 

义的迭代序列{* )收敛于方程姐 (1)的精确解 ’，[1]，[2]。 

00) 

(12) 

由 (3)-- (5)式定 
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从定理l可_知，要使算法(3)一(5)式收敛，应有p<l，下面我们将给出参数 和。应 
满足的条件，方能使P<I。 

由 (11)式得 

令 

令 

则有 

j) 当△≥ 0时 

因为P<I，故有 

由此，容易推出I口I<1， 

据此，不难得出 

．̂： (。口 ±√(∞口。) 一4( ) 

A=(0口。) 一4(0—1) 

．̂ I≤ (I。o +√(∞口．) + =_石I_) 

叮l=m口 l口 

．I≤p=一 1(I∞ +√ (∞口) i ) (13) 

+√ ≮ )< 1 

又 因A≥0， 此即 

(coo) 一4(co一1)i>0 

o< 。。 

且当m=。。时，p=号l。。。l达于极小。 
ii) 若△<O，则有 

I k I=吾((∞。．) +4(∞一1)一(∞口 ) ){<l 
得出∞<2．又因△<0，即 

(C．0(7：) 一4(∞一1)<O 

可得 

l|1 <。<。 

注意到口。 <o ，故有 

≤ ∞ < 2 

综合上述讨论可知，为使算法(3)一(5)收敛，参数。和 应满足条件 
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{ < 
且当021=∞‘时，p达于极小。令p。=minp，则 

aI=1 

此时，迭代法(3)-- (5)收敛最快。 

下面接着讨论当 (15)式成立时，参数 满足的条件。 

设 为矩阵J—aM一± M一{的任一特征值，则有 

det(t~l一 (J一ⅡM 一± M 一{))=0 

或者 

def r = J—M —iA)：0 

这意昧着}=(1一,u)／a是矩阵M A的特征值，不难推知 >O，由于匣有 

l I≤p(卜．口M一§ M一士)<1 

立鄄可得 

0<d<2／ 

为使上式对所有的 均成立，应取 
● 

。< < = ) 

式中，p(M )是矩阵肼 的谱半径。 

又由(16)式知，p。是 1a1的增函数，即Iai越小，P。亦越小。而 

1al=mⅡ { I= Ⅱ fl1一dl l， 11一d =I) 
1⋯  

这里 ， ：分别为矩阵肼 的最小，最大特征值。且易知当 

2 

时， }aI为极小，其极小值为 

I 。I=( =一 I)／(1 z+ ) 

(16) 

(17) 

(18) 

从而得 

。 击 ／(√ +√ ) (1g) 
综上所述，我们得出下列结论： 

定理 2 假设矩阵 和M对称正定，则 由(3)一 (5)式所确定的迭代序列f ‘)，当参 数 d 

和∞满足条件(12)和 (17)时收敛，且 当口和∞由<18)式和(19)式给出时，收敛最快。 
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OPT10N AND OPTIMUM OF PARAMETERS 

RICHARDSON TW O—STAGE ITERATIVE METHOD 

Chen ianoming 

(Dept． of Natural Science) 

ABSTRACT This paper di seu SSe$ that th e condition S are satis tiel by 

parameters in the RiehardSOt1 two—stage iteratire melhod when it Conve— 

rge S and the optimum of paramet el"s make s this itoratlye COnY erge more 

quikly． 

KEY W ORDS symmettie positive definite matrix， Richardson two— 

stages iteratire method， speetral radiu s 
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