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微分方程组边值问题的最优化解法 

乏 周首光 宋立权 

c机电系 0 f 7 、f 

摘 要 拳文以试射法和 最优化计算方法为基础，构连 了常微分方程远值 问题 

的最优化眸法。和边值问题 的差分解法相此，该方法具有计算速度快， 精度高 (尤 

其在迎界点处)和应用范国广等优点。 

关键词 雹苎坌查兰 业 问题，曼优化，攀篮过苎 I 

常微分方程边值问题的数值解法通常采用差分法。本文提出一种新的方法。该方法的基 

本思路同文献【1]的试射法，但引入了最优化计算方法。和边值问题的差分解 法 相 比， 

该方法在给定精度条件下，积分步长可以取得较大，即在求解区间内计算点数 目可 以取得较 

少。因此，该方法具有计算速度快、精度高 (尤其在边界点处)的优点’又该方法基于试射 

法，故适应范围极其广泛。 

1 计算模型 

在理论上，由于高阶常微分方程均可化为一阶常微分方程组，而且还可将偏微分方程化 

为常微分方程组，求其近似解。故以下仅对一阶常微分方程组作出讨论 。 

设一阶常微分方程组向量表达式为 

y =f(f， y) (1) 

式中： 

y =Cy：， Y：，⋯，Y：] 

y=【 ” Y：， ⋯ ， Y ] 

f=[，l，，l， ⋯，，．] 

给定边值为 

Y(f o)=y 0 

=( 1。， YA：。 ⋯， 。， ⋯， m。] 

m< (2) 
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y(f )=y 

=[ l” Ya 2f， ’‘。， |” --·， yn e] 

=向一埘 (3) 

其中 和 为相应函数的下标， ，，为各初值和终值的顺穿号 注意 和 可能相同。 试 

求其解向量。 

设 y=[yl，Y 2，⋯，yh3 为微分方程 (1)初值条件y (}o>=( Ⅲ Y ⋯，Y 。， 

⋯，YA啊o，Ycl ，Yci ，⋯，，，cm ⋯，，，c ) =【y o，x3 的解 (注意下标Ai≠C，)。 由于 

向量y日巳知 ， 故 终 值 y = [如 1” 2 ，⋯，yD ，⋯， 1" 妇： ，⋯-，，，耵 -， 

Ya 。) (注意下标Di≠ )将 是 未 知初值 向量 x=[jrc ，Yc ⋯ Yc ] 的 函 数 ， 即 

： [Y～D 。(x)， y～D 。(x)，⋯，茹．。(x>， (x)，五。．(x>，⋯， 。(x>]r：[~D。(x)， 

y口．(x>] 。又由于y。=[ II， 2。，⋯y ．] 为巳知向量，故问题变为求x，使 y (x)=y。。 
～  

、 

由于y <x)为非线性代数方程组，而且具体表这式不易求得，即使 =2对也是如此，故 

求解十分困难。为解决这一 难题”，此处引入最优化计算方法。 

构造目标函数 

F(x>= 【l y口。(x>一y 1I 

n 

= ∑ 
，-It 

y f—y Jf (4) 

极小化这一 目标函数，即可求得最优初值x。，再以初值条件 y：(}o>=[ ，x’ 求解上述微 

分方程组，即可求出边值问题(1>～(3>的解函数y=[y ，ÿ ⋯ŷ] 。 

上述解法中要用到常微分方程初值问题的解法和无约束最优化计算方法。它们可根据实 

际求解问题的性质和未知初值的数目的多少选取。 

2 算例 

倒 1 求解边值问题 

f = 一2+sla(by) 

‘Y(O)=0 

l Y(1>=1 

设Y =Y，则原方程可简记为 

y =F(̂ ， y> 

其中 v =[ ， ] 
． 

f=[jr z， 

y=[jrl， 

边值条件为 

一 2+sin(hy1)> 

Y 2] 
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y(̂ o)=Yl(̂ 。)=YI(0)=0 

y(̂ )=Y1(̂ )=Y1(1)=0 

目标函数为 

F(x)=F(．)，2 )=li yB 一y {i=i Y (1)一Y (1)} 

本例初值问题解法采用定步长预报一校正方法 ，步长为0．1，最优化计算方法为0．618 

法 ⋯ ， 收 敛 精 度 EPS： 10一 ， 初 始 点x。=Yi o=O．0，经36次搜索得最优解x’=．)，： 

=O o968334。最后以初值 y：=(．)，I(O)，Y：，] =co．0，O．968334~ 求解上述微分方 程组， 

结果如表 1所示。本例微分方程的精确解满足．)，(̂)=y(1一 )̂，由表 l易见，数值解巳足够 

精确。 

寰f 

^ 1 o．。 f 0,2 0．4 0．9 0．8 f 1．o 
1 j o．o l 0,1537801 0．2288881 0．2275973 O．1515538 J 0．00000002 
J 

仞 2 求解边值问题 

y =f(t， y) 

其中。 

y =[Y：， Yi， Y；] 

f=[．)，i， 一Y1， 一Y 3] 

y= (．)，” Yi， Y s] 

边值条件 

y(t o)=Y1(O)=一 1 

y(f )： cy 2(O．2)， Y 3(0．2)3 =CO．1986693， 0．8187308)r 

目标函数。 

F(x)=li y 一y ij 

= I Y z(O．2)一Y z(O．2)i+I Y (O．2)一Y (O．2)I 

本例采用定步长五阶单步法 ，步长为O．02，最优化计算方法采用 Powell方 法 ⋯ ， 

初始点x。=(．)，2 0，Y：~x o] =[一O．5，一O．5] 。最优解x’=[一0．2629033×10～，Oo9999999)T， 

方程组求解结果如表 2所示，和精确解差别仅出现在小数点后第七位之后 (注。本饲的解析 

解为y=cy；，Yt，．)，}] =[一cos／，sin／，e-|] )。如果将边值条件改为y(}0)=Yt(0)=0， 

Y(} ) CYt(O．2)，Y (O．2)) Co．1986693，0．8187308~ 或其他组合 (在YI(O)，Yi(0)， 

。(O)my J(0．2)，．)，2(0．2)，Yj(O．2)中任取三个)，其结果相同。 

倒3 变厚度回转构件的应力计算。由文献(4]知，该问题最后可归结 为 求 解 边值问 

题 。 

f +÷( 一{·軎)·粤一 ( 专· )· 
= 一 (3+p)hpa) 

f Y(d)=d·̂(d)·a，(口)=Y。 

＼Y(b)=6·h(6)·a，(b)=Y 
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— — 一 一

— — 一 ～ ～ 一 — — —

— — — 一 一 一 ～ 一 ～  

其中： 

r——回转构件任意圆周的半径 

0——回转构件内径 

6——回转构件外径 

CO ．回转构件的角速 

p—— 回转构件材料的密度 

p—— 回转构件材科的泊松比 

—̂—回转构件的厚度函数，h= (̂r) 
— — 关于 r的一个函数 

Y(r)：rhct =r嵋 (r)o (r) 

裹2 

f y 1 Yl Y3 

0．0 — 1．0 — 0．2629033×10’1 9
．9999999 

0．94 — 0．9992001 0．03 998931 0
． 9607894 

9．08 — 0．9668017 0．07091467 0
． 923116 3 

9．12 — 0．9928086 9．1197122 9
．8869204 

9．16 — 9．9872273 0．1593182 9
．8521438 

9．20 —9．0800666 9．1986698 0
．9187307 

求出 后，回转构件的径向应力仃 (r)和切向应力 口(r)由下式给出， 

a =y／rh 

+ r： 

r n r 

令Y。=Y，则在向量方程式y，=f(r，y)中， 

t=Y ，一÷( 一音·{}Y：+击( 一 ·音·号 ) 

·Y】一(3+p)phco。r I 

y=CY” Y：] 

边值条件 

y(ro)：Y】(口)：0·h(0)·a，(口)=Y。 

y(r )=Yl(6)= -̂ (6)·O'r(6)=Y b 

目标函数： 

F(x)=F(Y z )= ¨y 一y ，ll=】Y。(6)一 5l 

实际计算时取∞=628．32r／s， =0．29 2，p=7．85g／em ， 。=25ram， 6：255mm． 
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h(r)= (1)+童州)·( )J，其中“=5， [2．708d，0．70844，0．41651，0．12430， 
一 0．16824] ，Y =0，y B=0。初值问题的解法采用龙格一库塔法 ，取101个计算点， 即步 

长为2．3mm，最优化计算方法用0．618法 ‘，计算结果列于表 3中。表中还给出 了按 文献 

(2)提供的=阶常撇分方程边值问题差分解法在相同步长条件下的结果⋯ 。 

寰8 10 Pa 

半 径 本 文 方 法 差 分 法 

(m m) ● 

25．O - o．coo l87．272 0．900 185．988 

48．0 65．832 ll7．885 65．86o 118．029 

71．o 75．539 1O1．861 75．855 1O1．94o 

94．o 74．649 93．606 ‘ 74．697 93．648 

117．O 69．380 8B．980 69．424 86．991 

1 O．O 61．434 8O．458 61．471 8o．444 

163．o 51．5l4 73．564 51．572 73．53o 

l86．o 4o．158 66．163 40．178 66．112 

209．o 27．6l1 58．247 27．623 58．18l 

232．o 14．162 49．856 14．187 49．789 
_  

255．o 0．ooo 41．042 0．ooo 4o．991 

3 简单结语 

a．1 关于计算精虞问墨 

计算实践表明，本文方法的精度远高于文献[2)的差分法，尤其在边界点处，且计算点 

数目取得较少，即积分步长较大时，这一点更为明显。表4给出了算啻I 3在步长 等于 23ram 

即计算点数目为11个时的计算结果。和表3结果比较，在r；25ram处，差分法o0的 误差已达 

17．7％，而本文方法的 仅1．1％。此外，为进一步比较该方法的精度，表5给出了等厚度回 

转构件在不同计算点数目时边界点的应力值 (计算条件同例 3) 。解析 解 (a)=166．191 

×10。Pa，嘶(6)=37．263x 10。Pa。当计算点数目分别为51，31，21，1l和 8时， 差 分 法 

o-(0)的误差分别为2．5％，5．4％，9．1％，18．6 和23．9 ，而本文方法在计算点数目为11 

时仅 1％，为 8时也只有3．4 。 

3．2 关予计算速度问置 

本文提出的方法是～种选代计算，因此，当计算点数目取得较多，即步长较小时 (对于 

算侧3，计算点数目大于50时)计算时间较差分法长 但据于3．1的原因，在给定 精 度的条 

件下，本文方法远高于差分法。在例 3中，为达到相同的计算精度，差分解法的取点数目约 

http://www.cqvip.com
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寰4 10。Pa 

半 径 本 文 方 法 差 分 法 

(mm) 0 o-0 

25．o 0．ooo 1 89．2 o o．0oo 1 53．o81 

48．o 65．ol4 11 8．783 64．o33 123．685 

71．o 75．154 102．286 7 ．838 1o4．0'／9 

9,1．0 74．439 93．858 7 ．505 9,1．5．92 

117．O 69．25．5 97．1 5．2 69．48(I 87．170 

1,10．0 61．35．7 80．586 61．620 80．015 

163．0 51．496 7'3．6G6 5．1．734 72．5．94 

186．o 40．129 66．248 4O．312 6 ．757 

209．0 27．595 58．321 27．'／13 5．6．495 

232．0 1 ．1 5．5 49．92．2 14．210 47．B52 

255．0 o．ooo 41．1O2 0．ooo 3．59(I 

襄5 

虚力 计 算 点 数 日 
方 法 

1O6Pa 1O1 5l 3l 21 11 8 

本文方法 166．192 166．195． 166．222 166．338 167．946 1 71．779 
o-ttf0) 

差 分 法 164．927 162．07 157．277 150．989 135．283 126．51g 

本文方法 37．263 37．263 37．26 3 37．263 37．320 37．49'／ 
自(6) 

_  

差 分 法 37．238 37．3O4 37．3口6 37．564 38．449 39．638 

为本文方法的6—7倍。 

s．3 关千应用范围问蕊 

本文方法基于试射法。试射法在理论上适合于线性，或非线的高阶微分方程或方程组的 

情形 但基于试射无规律，计算量大，实用上只用于一个初值未知的情况。现将最优化计算 

和该方法相结合，使之不仅适合一个初值未知的情况，而且也适合多个未知初值的情况 (取 

决于最优化计算方法，可以几十或上百)。故本文方法应用范围广泛。 

s．4 关于工程价值问题 

工程上很多问题的计算结果，往往只关心边界点处的数值，例如与算例3相似的飞轮和 

汽轮机叶轮，其强度条件主要受内孔应力的限制。这时希望有一种数值方法，能以最少的计 

算量求得内孔匝力，尤其在它们形状优化设计时更是如此，面本文方法正可满足这一要求。 

事实上，本文方法已在飞轮和汽轮机叶轮形状优化设计中获得了成功的应用。当其半径从25 

http://www.cqvip.com
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到255单位变化时，计算点数目只职了7个，此时内孔应力的误差约5％。 

3．5 关千算法的整体思路小结 

为简单起见，以下以二阶边值方程 

yo=f( ，Y，y ’ (5) 

ky(0)=口，Y(6)=口 

作出说明。本文处理上述方程的基本思路是；设法确定Y (口)的值m，使满足初值问题Y(口) 

=口，Y (口)：m的解也满足另一边值条件Y(6)=卢。也就是要从微分方程(5)的经过点<d，a) 

而具有不同斜率的积分曲线中，去寻找一条经过点B(b，卢)的曲线，从技术上讲要使B 点与B 

点重合 (逼近)，如图 1所示。为使B 点与B点重合 (逼近)，令A=l卢 一卢l，极小化△，即 

可达到这一目标。从全过程看，方法的前半部分同文献(i]的试射法，后半部分为最优化计 

算。因此本文方法是这两种方法的巧妙组合，至于更深入的理论问题，如收敛条件、收敛速 

度等另文再作讨论。 

B ， ) 

一一 }△ 

— 1 一  

日(6， ) 

图 i 
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． 
AN OPTIMIZATION METHOD FOR SOLVING THE 

BOUNDARY WALUE QUESTION 0F 

DIFFERENTIAL EQUATIONS 

W ang Bingle Zhou Sho~gnang Song Liquan 

tDe ． l~eehanical and ]~lecir'lcal Engineeting) 

ABSTRACT This paper present S an optimization 。method for solving 

the boundary value question of a differential equation on the basis of the 

trial—and—efror method and the optimigation method． AS compared with 

the differentia1 method． thi S method ha S some advantage s sueh ~LS quiker 

veloeity at COUnt， higher preei sion(e speeially at the bouadary points)and 

can be Wide1Y l sed． 

gl：Y W ORDS differential equation， boundary value que stion， optimi— 

zation method， numerical method 
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