
第
199 5 ~-3 

期 
，  

重 庆 建 筑 工 程 掌 抗 学 报 J
．

Chongqing IIl of A．rchit S．Engi ． VoI_l7 No．1 
． 1995 

z， e 

平面自治系统的周期解的存在性’ 

杨 启 贵 
诵 丽  (重废建筑大学) 

摘 要 一 ⋯ 平 √ 1 

的非零周期解的存在性 问题，获得 了保证此系统存在非率周期解的充分条件 ，所得 

结 果摧 广和 改进 了一些 已知结论 。 
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引 言 

、：绥 圣数  

Li6nard方 程 

+ ，(z) + 90)= 0 

及广 义Li6r~d方程由于它们在理论和应用上都有十分重要意 义．因此引起 了许多工程人员 

和婪学工l忤者嚣高度重视 对于这类特殊系统的周期性 的研究，取得了丰富的成果 (如[1～ 

4])，而且不少人还将这些工作应用于解决屯磁振蒲、生态平衡和机械 振动等实际问题。熊 

而 ，一方面，在众多的研究中，对于一般自治系统的已知结果却相对较少岛～目，虽然文[5～6] 

得到较好的一般非零周期解的充分条件，但rs]只是奇点为源或穴的闭轨存在条件，而[6]要 

去寻找其构造的辅助函数亦非易事 ；另一方面，将一些特殊系统的结论推广到一般 自治系统 

不仅有其理论价值，而且在实践中也有其重要作用。因此，本文 目的是利用一般 自治系统 

；= P(z， ) = ( ， ) (1) 

本身去构造一个函数，采用不同于[5～ 6]的方法来探讨(1)的非零周期解存在性，所得结 

果推广和改进 了[3～ 4]的工作 。 

本文中均设 P、口： 一 连续，且保证系统(1)的初值问题 的唯一性。 

记 ，(z， )= (z， )一 00，0)]／P(z， ) 

总设 

(ro) yP(x， )> o(y≠ 0)， fP(z， )I> 0 
一 十 ∞  

(r{) 当 fX I充分大时，存在连续函数 Pl( )、尸2( )使 

P】( )≤ P0． )≤ P2( ) 
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( ) 蝴 0，0)< O(x≠ 0)， I口0，O)dx=一 。。 

j 

(r3) (Or ：月 一 连续， l，(8，A (s))d8<+∞ 
十∞ J

n 

， 
(11)V h一： 一呻 露一连续 ，l’m I，(8，̂一(8))ds>一 oo 

￡=￡ -i
0 

为了简化 §2的定理证明，先介绍下面的引理。 

引理 若(yo)满足 ，则系统 (1)没有垂直渐赶线。 

证 只证(1)的任何正半轨不存在垂直渐近线即可 类似方法可证任何负半轨也不存 

在垂直渐近线 

假设矛盾 ，那么至少存在一正半轨有垂直渐近线，记这样的正半轨为 ，且其参数方程 

为 = ( )， = (f)，易证存在 使得当l≥ o时有 (￡)> 0(或 (f)< 0)，沿 从 封 ≥ 

l。对鲁=P。， )积分得 
f 

(￡)= (岛)十I P(x( )， 0))础 
J 
L  

由此，根据( )知，当 lira (f)一十。。(一。。)时可导出 lim x(t)一+ oo(一。。)，这明显与 

有垂直渐近线矛盾。 

1 证明 

定理 1 若 (Yo1～ ( )成立，且 

(r‘) 系统(1)的奇点为局部排斥(”puJsive) 

(Ys) j a< 0，K> 0使得对 x≤ a有 

口(z， )≤ 0 

则 系统 至少有 一个非零周期解 。 

证 由( )、fy2)知系统(1)有唯一奇点 D(0，0)，记(1)过点 AI(4， )的正半轨 在 

时刻 f的坐标为(z( )， (1))，下面分五个步骤完成定理证明 

1) 必与正 半辅相交莱点 

否则 ，根 据(ro)，( )知 当 y(O > o时 

(f) > 0 

及 = 。( )， ( ))< 0有 走向只能停留在区域 = {。，，)I4< < 0， > o}．由 

于在 t内，系统(1)无奇点及( )可褥 无界，又在区域 内等=P ．，)>o，这样 必 
存在垂直渐近线 ，这与gf理矛盾 I 

2) 必交正 半辅于莱点 如 

假若 不与 z正半辅相交，则 将停田在区域 = ( ， )lz> 0．，> 0}，根据 中无 
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奇点，害 P ， )>0，从而y 无界}又由引理知系统(1)无垂直渐近线．由此，y之的走向只 
能是 下列两种 之～ ： 

(1)z( )一 + ∞ ，lim y(O = + 。。 

(2)z( )一 + ∞ ， (￡)< + ∞ 

若 (1)或 (2)成 立 ，由 yP(z， )> 0( ≠ 0)，就 z( )> K对任意 ￡> ￡l，对方 程 

= )+ ≤ 

沿 y 从 K副 z(O≥ K积分得 

( )≤ ( 1)+I，(z(。)， (s))幽 ≥ 
J

I】 

= ( )+ I，0， (z ( )) z 

．  

t ) 

报据 (Y3)(1)，若 z( )一 + 。。成 立 ，则 ( )有界 ，从而情形 (z)不可能 

下证 情形 ( )也 不可 能 

否则 ，由 0< y(O< + o。，存 在 M > 0使得 0< ( )≤ M 对 ￡≥ “，报据 (y-)可令 

一 一
sup

+ { ： ) 
再 rh系统 (1)及 ( )可得 

∞ + 器 
≤，(z( )， (￡))+音口(z(￡)．0) 

于是当￡≥ “时沿y：积分有 

P 1 

( )≤y(t】)+I，0，y(z-](2))如+寺{ ( ，0)幽 
矗、) ) 

根据( )、(ra)(幻得 当 一q-∞ 时，有 y(O一一 。。，这与 ( )> 0矛盾 ； 

3)类似第 一步 证明 必与 负半轴交点 ^ ； 

4) 必交 z负 半轴 于某 点 A5，类 似第二步证 明 ； 

5)构造闭 曲线 L使得 当 ￡增加时 ，在 L内的正 半轨均 不 能从 L内部 走 向外 部 。 

设 ^ 的坐标 为 ，0)，若 n≤ < 0，过 如 作 z轴垂 线交 系统 (1)的轨 线  ̂̂z干 ，则 

在A⋯ 一 ．．d ．w> 0
，从 而 L s u ；若 ẑ5< ，过 作 z轴 垂线交 直线 = 七于 

点 ，则在 上有鲁>0，在石石上根据(y )得鲁≤0，由此L一 u u ：· 
综上报据(y1)再结合 Bendix,~on定理[ ：知系统(1)至少有一非零周期解。 

类 似可 证 

定 理 2 若 ( )～ (y1)满 足 ，且 

(Y6)j 6> O， > 0使得 对 z≥ 6有 
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则系 统 ẗ 至 少有 一一个非零周 期解。 

2 举 例 

． )≥ 0 

附注 l 若腺点是源或 f(z， )≥ 0．≠ 0，z[P(z， )一P(9， j] )0，当 0< l 、j l《 

l时 ，则 fy0 )成 立时 (y‘)成立 ～ 

事实上，舣 (̂z， ) 1 P(0， )曲 1 ，0)如=C，则当0(、c《 1刊 
J
I 

J
。 

等I 一一 z，0> 【z， ) P(rI． j]+P(0． )P ， ，妇， ≥·≠。 
由此原 点是 局部排斥 ，若 为源时 ，明 品成立 ，故 ( )成 立 。 

附注 2 昔系统 (】)为下列特殊 系统 

(2) 

l 一一 ，(z， ) 一 9(z 

则结肯附注 J得本文结果推广和改进[3～ d]的工作。 

附注 3 若 P(z， ，、甜 ， )解析 ，则根姑[2]定理 J．5及本文定理 1～ 2+得满足cYo，～ 

( )、(r5)或 (r6)的 系统(1)至少有一个稳定 的极限环 。 

下面考 虑 系统 (1)的特殊 系统 

fz= 臼̂) ( ) 、 

l ； ， (，)一 (z)目( ) 

其 中 h、 、 、 ：R— R连续 n潴 足解的唯一 性 ，刚 有下 面 的推论 

推论 若 系统 (3)满 足 

⋯  > 。( ≠ > 
． l {>。 

∞  

、  

2) > ≠ D】-帅 j> J- 妇 = 士 ∞ 

s 器 出<一-一 
4)，0)≤ O，≠ 0，O< 1 l《 1 

5)j ’< (>)0，K> 0使 z≤ (≥ 。有 

，(z)̂( )+ (z 口( )≥ (≤ )0 

则 {3)至 少有 一个非零周 期解 。 

证 考虑 (3)的等 价系统 

f 一 
l ( 

} ，( ) h( ) ( ) 

l 一 ’而 j一 

结 台定 理 l～ 2及 附注 j立得 。 

例 考虑 系统 
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f P · ) 

I 一一( ～4)(e一，．4--1)P ．，)一 
其 中 

( ) 』 ( +雨sinxi)， >0 
I ， ≤ 0 

月为 正奇数 ，a1≥ 1， > 0。 

刚泵 Ld 至少 有 一十 辑零周 期解 。 

彭 验证系统 (．̈ 琏难定理 I条 件 

实 }，在 系统 ¨， }J相 当于 

，’t。· 一 {2 a t f，’ ：·Qc ，。 ；—— 
f(z， )= 一 ( 一 4) 一 。+ 1) 

易知 ( )～ ( )成立 ．通 主簿 单计 算(y3)满足 

叉 ， 0．0)一 8 

[P。， )一 P(0， ) 』 罕 ’ i · >0 
1 0 ． ≤ 0 

当 0< I {，I l《 1刚，根据附注 l知(y．)成立。 

取 d一～ 1，K 1，则 (y5J满 足 。 

改系统 ( )至少 有一个非零 周期辫 。 

巷谢 导 }llij胨均平教 授的关 心与帮助 。 

(d) 
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