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量最优化问题的最优性条件 

查 查 ≥2 
(基础科学系) 

摘 要 丰 工讨论 了 E标 函数 连 集值 映射 的约束和 无 约束 最仉化 问题 ，应 用研 哥 

数 ，得 到 了类似 的 K—T必要 和 充分条件 。 

关键词 墨 蜂坐堕，坦墨螫，鬯生竺兰苎 
中 图法 分娄 号 0224 

、重 

向量最优化问题的最仇性条件是最优化问题的主要组 成部分 笆在最优 化问题 的理论 

和应用中扮 着极其重要的角色，自从 70年代开始 ，已经有许多国内外学者从事这方面的 

研 究。如文献[ ]，E2]，E3]，E4]，他们都讨论了jq量极值问题的 K～T条件 ．在文E4]中，H． 

W．Corley讨 }仑I，如 下两个 问题 ：( )目标 函数是 集值 映身于的无 约柬 最 优化 问题 I(2)目标 

函数是集 值 映射带约 束的最优 化问题 。显然 (1)和 (2)是 一般多 目标规 划 问题 的抽 象 。它 们 

的应用可在文献[5]、[6]中看到 ，本文在此基础上，j中引人切导数柏拟内部导数的概急， 

论 了它们之 间的关 系 3中针 对问题 (])．在另外 的条件 下得 到 了相 t的 培 优煞条 件 ．4串针 

对(2)，应用切导数和拟内部导数的芜系 得到形式上同于一靛多 目标规划的 K—r最溉世 

条 件。 

1 切导数 、拟内部导数和它们的关系 

定义 J(见[7 设 C是 Banach空间 z的子集， ∈z，则称集 
， 1 、 

。。 

、 e

n
l* (音 一H哂J 

O< -< 

为 在点 她 的切 锥 ，其中 t o，∞ ； n (z。十 aB)，石是 中心 在原 点 的单 位球 

显然有 ∈ ( 0)的亢要条件是对任意 z_∈ 斗 ，h。斗 0 存在于序到 。)斗 z0，̂ 、 

一 u 和序歹u 一 “使得 

f．1+ kh) ．∈ 

定义 2 设 F：z y是集值 映剿 ．( o)∈ gra ，， 

1)设 DF( ． 01：X一，y是 集值映射 ． ∈ DF(zo， 0)( )的亢 要条件 是(z， )∈ ( ， 

。)．则称 DF(xo， )勾 壬E点( ， ’的切导数 ，其 中 t = ⋯ )∈ x × lj ∈ F cz)}． 
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2)设 OF(z~· )：互一 是集 值映射 ，且 ∈ QF(xo，如)( )的充 要 条件是 对任意 的邻域 

W，存在 的邻域 V， 的邻域 ，实数 > 0和 z的邻域 Ⅳ，使得 

[( ，")+ ({ )×w)]N C-raI~F≠ 

对于任愿0 )∈ ( f，)n graphF，￡E]0， E Ⅳ 

自然有 ① ∈DF(xo， o)(z)的充要条件(见文[8])是对任意( )E g~aphF一 ( ， )̂_ 

÷ 0一-存 在子序删 ( 】， ))一 ( ， )， 0 和序列 “ ，矗叶 ，使 得 

(．)+ h吣) ∈ ，( + ho“) ．) V “ 

② ∈ 如， 0Hz)的充要条件(见文 8])是对任( ∈ ，一 (zo， 0) 一 0 I工I— 

z．存 在 子序列 ( ) ．，j ( ，  ̂1 0 ， z和序 列 ，使得 

Ⅱ ( + l̂Jf． E ( cI)+ “4 ) “】) n 

为了讨论的方便起见 ，把 L述结论中的子序列看作它本身 。如 ⑤ 可改写成如下形式= 

∈ qF(x口， )(z)的充要条件为对任意 )∈ grapf~ (z0， 0)， 一 0 ，z．一 存在 

一  使得 

． + 。弧 E ( + ．̂ ．) V 月 

定 义 3 称 ，在 点 c是 掌昝希丝连续 的 ，如果存 在 的邻 域 ，使得 

，fz1)c： f 】+M 1一 2 ff B V 】， E 

命题 l 设 F在点 是李普希兹连续的，如E F( o)，则 

DF(x0， 。)0) 口( o， 0) ) 

证 由定 义有 ‘? 。( ，，0)(z)C-DF(zo，yo)(z)，所 以 只须证 DF(z0， 0)(z)c 口F( 0， D)(z) 

即 可 

设 E 嘶’(zot o)( ) 

蝌埘任意( ， )∈gra 一 ( 0， )，̂． 0 ，存在 t— ， 。一+ ，使得 

+ ．̂ E F( + ．̂ ．) 

纾取序 列 珏 一 

由于 任点 蛳 是季酱希兹连续的 ，则存在 。的邻域 ，使樽 

f (z1)[： ( 2)+ ff ～ 现if B V zl、z2 E 

旺然当 充分 太时 ，有 

． + ．̂ ．∈ W ， " +  ̂ ∈ w 

所 以存在子序列 f-I h ) ，晓得 

" (．)斗  ̂(_]i (．)∈ W ， )+  ̂【．)％ )E w 8 

叉因为 巾：+ _1{I、 。 )E F(v (．)十  ̂帅； ( ) 

所以存在 d山，∈M Il z山)一 i ，I 口，do(11 0，满足 

nn、。  ̂ 、一  ̂(．)d ll C- ，( lI)+  ̂)‰ ))) 

夸 一 ，一 k． 

箍然 一 一 

山定 义 E a tz0， 0)̈ ) 

四此有 DF( 0， 0)( )= QF(z~， o)0) 
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2 问题的引出 

设 x、Y，z是 Banach空阃， 是 r的点凸锥 ，D是 z的点凸锥 ，Ac x． 

F：x斗 Y是 集值 映射 ，，U )= UF0) 
E ^ 

G：x斗 品是集值映射 ，G一 )= { lG( )n ≠ ) 

设 在 r上定义的偏序如下： 

对任意 、 ∈ r 

≤ iff 一 】∈ JIf＼{0} 

< 2 t玎 一 】∈ K。(K。表示 的 内部 ) 

定 义 4 设 口c Y， ∈ 丑 

(1)如果不存在 ∈ B，使得 o≤ ，，则称 0为 口的有效点 ，丑的垒体有效点记为 maxB； 

(2)如果不存在 ∈ 口，使得 0< ，则称 为 口的弱有效点。口的全体弱有效点记为 

WmaxB。 

显然有 ∈maxB的充要条件是 n[B一 ]一 {0) 

0∈WmaxB的充要条件是 。n [B一 ]= 

下 面 f出约柬 和无 约束广义 向量 最优化 问题 ： 

(])懈 lm心e F( ) 
∈ 

即求存在 0∈ F(zo)，使得 6∈nmxF(A)(或 ∈肌心 F( ))所有 跏点，蜘称为问题 ]在点 

0的有 效 点(或 弱有效点 )I 

(2)nJaz~,n／ze 如 ) 
∈ 

． ． 口0)n D≠ 

即求存在 ∈F( )， ∈ Fn G一(D)，使得 ∈mazF(曰n G一(D))(或 ，o∈WmaxF(gn G一 

(D))的所有 都点，z。称为问题 2在点 的有效点(或弱有效点)。 

3 无约束问题的最优性条件 

定理 1 设 ∈ domF， n 是凸集 ， 0∈ F(粕) 

则 ( )一 0 c DF(zo， o)0 一 0) 

证 首 先证 

m  =  焉 三 ： 
由定义 显然 有 DF(zo， 0)( )c M 

所 以只须证 肘 c Dg(z~- o)0) 

设 ∈ M，则存在 五I一 0 ，武一 ，鲥一 ，使得 

。+ ． ∈ ，0o+ 五 ) V  ̂

即 ( + 丘爿，如 + 五- )∈ F 

任取 ( ．，tII)∈ 口rn F斗 ( o， ) Î斗 0 ，选取子序列，使得 
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JJ [_)、‰q))一 (zo。 0)IJ≤ 爬。  ̂“、≤ 。 

显 然有 ( )、“。(。)) (z0， o)  ̂h) 0+ 

令 ( ，“)=÷(( +五l ，如+ ． )一( “)、 ， )、) 

则 Il z_，“)一0， )II≤ II( ， )_-(z。 )li十÷0( a(乱) (。))一(zo，J'o)II 

≤ Il( ， )一 (z， )Il+ ji-一 0(n一 。，) 

即 ( 。如)一 (z， ) (矗一 。。) 

而 ( “)，一 )+̂ ，( · )=( 一 )( 、 (_))) 
+ 璺 ( + 五_ ， + 】1． )∈ gt 

I．■ 

由定义 ∈ DY(xo， o)0) 

因此 DY(z0， 0)【z)= M 

任取 ∈ )。由于 ，t口 F是凸集 

所 以 (1一 )̂ 0+ ∈ ( + 0 一 po)] 

因此 一 ∈ ± 譬 [M 

由首先证 明的结 果 ，有 一 。∈ DY(z~， o)0 一 zo) 

因此 ( )一 0c ( o， )0 一 ) 

定理 2 如果 o是关于问题(1)在点 o的(弱)有效点 ·则 

D ( 0， 0)(z)n K0= V ∈ A 

证 见文[d]定理 d．1 

定理 3 设 era F是 凸集 0∈ F( )，A[ 1％re(F)是 凸柴 ，如果 

n DF̂ ( n， n)0 一 o)墨 (0} 

则 0是】可题 】在点 0的有效点。 

如果 K。n D (唧， 0)0 一 )= V z∈ A 

则 o是 问题 1在点 o的 弱有效 点 。 

证 由定理 1。对任意 z∈ A，有 

n [ 0)一 0][ K n D (粕． 0)0 一粕)= {0) 

所以 0是问题 1在点 的有效点 

同理可 证第二 十结论 。 

设 lr·是 lr的共轭空闻 K 兰 (f∈ lf( )≥ 0 V ∈ K} 

设 ∈ +，如果对任意 ∈ K。，有 ( )> 0，则称 f是正的 ，如果对任意 ∈K，有f(，)> 

0．则称 是严格正的。 

由凸集分离定理 ．自然有如下结论。 

定理 d (d)如果 zo是问题 l在点 的(弱)有效点 ，则存在正的z∈K ·使得 z·DY(=o· 

0)( 0)≤ 0 

0)设 卵6 是凸集 ，如果存在(严格)正的 f∈ K ，使得 (知， )0 一知)≤ O，V 

∈ A。 

I 
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则 蛳 是 (弱 )有 效点 t时问题 l在点 ) 

毒 约束问题的最优性条件 

定 理 5 设 在 点 2；11是 李普 希珐连续 约 ，K。≠ ，D l『 0 ，}L c是 约索 问题 住 点 的 

(弱、有效点 ．则埘任意 ∈ (z。)n ．̈ 在 ∈ D +￡∈ +，( )≠ 0，使得 

“f ) 一 0 

m (xo， 0)t + 』) ( ，20、( )≤ 0 

证 谩( ．， )：z l z是集值映 射 ．几 ( ， )0) ( × t 、 

下面首 先 征L,i{ 

f ’ 
、G ，f即 ． 。．。ö  = DF ( ， c) )× DG ĉ髓．， )( J 

设 ( ，2)∈ ( ， )(勒 ， c，≈) j 

则对任意 。̂ 0 ．( 。． 。． 。)∈~rapht ，矗宙)一 ( 0， 0，却) 

存 在 “一 一 ^ 一 z，使樽 

f 。， 。)4-h f ． 。j∈ ， ( 。+ k 。)× G t“  ̂ ) 

f 一 。̂ 。￡ f ． 。̂ ) 

一 I 。一 ，̂4 ∈ G fn + ．̂‘、 

由定 义有 ： 

∈ ( o，̈  ； 

z∈ f (= tIe c、 ， 

即 ( ，2)∈ D， (z0一 )fz)y 0 ( 。一 H r) 

所 力( ．G ( c． ．=．．J( (==DF ( ． )f )× DGx(z~， 1( ) 

反 过 来设 ( ， )∈ Db' ( 0． ：。、f 、× DGxfz。，2,11)(z) 

则 对 任意 h 一，0 ．f 。． )∈ ph儡 +( 一 c、 

存 在 一 。̂ 一 z．使得 

- + 。̂ ∈ “ + ．̂z。j ；1 

由已知 ，在点 z 0是 李普希箍 连续 的 ．d1命题 I有 

( ， } )= U， t 0， o}( 

所 以对 上述 0 ，(W )∈ 9raI,~ 一十 (z0，如1， 一 z，存 在 。+ ，使得 

。 + 。̂ ∈ ( 十 屯五) (21 

由(1)，(2)有 

，t。)+ 。̂( ， )∈ ( 。+ h．z。、× ( + kz。)； f ， )( + ．) 

由定 义 ( ． )∈ t 、( ·．qo zo)r 

因此 D(F ， )( 0， ，：日)( ，==t Jb'~(zo， 0)(z1> ^̈ - 。 、 

又由文[d]的定理 5．1 对任意 却t ( 、n n．存 垂 ，∈  ̂．r ，翅搿 

【： ) ) ( j、 _l 

对 于 ( ，z)∈ D(F月．( 月)(巩， c． 。)t J 

∈ (D( ． )00， 0一‰) 

所 以由首先证明的结果，自然有，对任意 ∈口( )n D，有 
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r̈ (z0)= 0 

lIDj( ，，o)0)+ uD#( o，z0)( )≤ 0 

当 > N 时 ，有 + k ∈ D 

则存在子序列 ( h】，％(．)) ( ，ZO)，Ao ) 0 ， (．) ， (。)一一0 一 o)，使得 

％“)+  ̂ IZo<~l∈ D 

山定义 有 ；∈ T(D，Z0) 

即 DG』( 0，z0) 一 o)c (D，z0) 

由于 Ⅱ∈ (D，z0) 

所 以 uDG ( ，Z0)0 一 0)≥ 0 V ∈ A 

四此 tDF ( 6． )0 一 z口)≤ 0 

由定理 4(6)，结 论 自然 成立。 
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