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1求解三维 Helmholtz方程外边值问题 

的一种新的边界积分方程法’ 

金 朝 嵩 
穗 聊  

J’  

h 摘 要 本 文 应 用 多 重 互反 法 (the multiple reciprocity method 蛤 出 了求 解 三 难 

Helmholtz外边值 f*q题 的一种 新 的边界 积分 方程 法 。首先 ，在 限制 解在 无 穷远 处 性 

态的 Dirichlet条件下，导出了解在外区域厦边界上的积分表 达式，其特点在于积分 

较 是 由 Laplace方程 的常规 基本 解衍 生 出来 的 无穷级数 且 与 渡数 无 关 。在 此基 础 

上 ，对 Dirichlet问题 和 Neumann问题导 出了边界积 分方程 ，并时数 值 求解 这些方程 

所 涉厦的一 些问题进行 了评 述 。最后 ，总 结 了这一方法 与传 统 边界 元 法相 比较 所 具 

有 的优点 

关 键 词 Helmholtz方程 的边值 问题 ，边 界积 夸方程 ，边界 元法 ，多重 互反 法 
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研 究求 解 Hehnholtz方程 各类边 值间厝 的 数值 方 法 ，近几 十 年来 一直是 一 个 热 点课 题 。 

这 是 因为这类 问题在多 种技术领 域的研究 中 ，例如 涉及声学 、流 体力学 及无线 电电子学 的技 

术 领域 的研究 中 ，是 很好 的数 学模型 。边 界元法问 世以来 ，将这些 问题 化归成 各种 各样 的边 

界 积分方 程 以求 数值解 ，已有很多 有效 的方 法[ [日。但是 ，关于三 维 问题 ，不论是 用直 接法或 

间接法 (位 势法)，化 归的边 界积 分方 程不 论是第 一类 或 第二 类 Fredholm 方 程 ，传 统上 出发 

点 都只 有一 个 ，那就是 Helmholtz解表达 式 ，它是 Helmholtz方 程 的一个 含 有 因子 exp(ikr) 

的基 本 解 为基础 导出的 。因此 ，复数的 运算 不可避免 ，而且 当波 数 K很 大时 ，为 了达到要 求 

的精 度 ，计算 数 值积分 时往往要 求阿格 划分特 别精细 。另外 ，对 于波数 K的 每 一个值 ，所 有 

数值积分都要计算一次。这些都使计算工作显得相当繁复。最后 ，V．Sladek，J．Sladek和Tarm— 

ka在文献[3]中，将 Nowak和Brebbm提出的多重互反法 ‘]用于研究三维 Helmhol~方程的齐 

次内边值问题 ，其 目的是进行特征值分析 。应该说这是一种新思维 。 

但很多实际问题 ．例如声波探测及无线电通讯技术中遇到的问题 ，可以归结成声波或电 

磁 波 的散射 问题 这些 纯粹是 Helmholtz方 程的外边 值问题 ，与 内问题 毫无关 系 。有时 为了化 

归边界积分方程的需要将它与内问题赋系起来，不但显得不自然，还会带来破坏解的唯一性 

的弊病 。因此，本文将文献E3]的思想拓展到三维 Helmholtz外问题的研究 中。由于外问题 

没有特征值 ，本文着眼于边值问题的研究 。首先 ，在限制解在无穷远处性态的 Diriehlct条件 

+ 收稿 日新 ：l994—04—3O 

金朝嵩．男 ，1943年生 ．教授．重庆建筑大学基础科学系(630045) 

http://www.cqvip.com


dd 重庆建筑工程学院学报 第 l7卷 

下 ，给出井证明了解在外区域及边界上的积分表达式，其特点在于积分接是由 Laplace方程 

的常规基本解衍生出来的无穷级数且与波数 K无关。在此基础 ，对 Dir[chlet问题和 Neu— 

mann问趣导出了边界积分方程井对数值袭解这些方程所涉受的一些 luj题进行了评述。最 

后 ，总结了这一方法与传统的边界元法相比较艇具有的优点 数值试验结果将 生另： 终出 

1 解的边界积分表达式 

设 0是 三维 E~clid空 间中的有界开 区域 ，，’是其 充分光 滑的边界 ， 是 百的余皋 。角 ≈表 

，的外法向量 。r表空间任意一点列原点距离 在 。f中考虑 。 方程的解 ，即求数值函 

数 ，使甜 

△“4-K “= 0，在 。f中 (1) 

其中 是渡数。可取任意复数。 

由于 是 无界 域 ，为了保证 方程 (1)有解 ．需要 限 制 在无 穷远处 的性 态 。传 统上规 定 

满足下列 Sommerfeld辐射条件； 

～lira (害一缸 -o 
这是为了使方程(1)的解能用下列 ltelmhottz解表达式米表示[阳： 

岫)=』 ! ) )-~o(I ， ∈ 

其中， fz一 J) 二 e 是 llehMt。 方程的一个基本解 · 。 表面积元索。 

但要导出方程(1)新的解表达式 ，规定 “满足下列较弱的 Dir~chlet条件： 

㈨ 0(击)l j充分大 (2) 

l (圳一。( j) 
引 入下列 函数序列 ： 

“ (r) 壶丌 ，“一0,1· ，⋯ 
容易验证。 

△ q +、、= ， △ 氚 = 一 d ) 

后一式 表明 “ )是 Laplace方程的一个基本解 。 

先证明一个引理，证明方法参考了文献[7]。 

引理 设 ∈ ( )n 。( 一)且满足条件(2)。则有 

仆 )未 (I 一 !)]如 I)△#( )如 

(  

．∞ 

， ●  
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=  

∈ 0 
∈ 口 (3) 

证 明 当 ∈ D ，以 为心作 一个半径 为 时勺球形 区域 聩，另外 以原 点 为，e、佧一个 半径 

为 的球形 l；￡域 ，褪 包含 D和 B 。将 B N 除去 的区 域记 为 口 ，在 ‘中埘 n 及 

“使用 Green第 二公式 ，有 

』 一 = 』( 景一 
0‘ ，+ + 

=  』 一 · 一 耋 

其中 、景分别是 及罢在3B,上的平均值，故 

』“警如=山) 
(4) 

= o 

于 是 ，当 一 0有 

』 △础一 H 未～警) 
n ， 触 

当 充分大，例如 > 2l 『时，由于在球面 8B l-，有 lzl= R，故 

Iz—— ；≥[ I——l l> ； 
由-T 满足条件(2)，当 R充分太，总存在正数 M，使得 

l )I<等．i ( )I< M 
于 是 

I f ) ( I 

≤ M 1 f(Vlz一巾 如I 

≤ 』 <丽M·嘉 =警 

击 

M 

．  

!l — 

1言 
一警 

．  

△ 

在 

意 

注 
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令 R一 。。．便得 到 

) 

裾J 

< 石2 · M ·4 一 石  ‘ ‘ 一
百  

山 塞一 一  蛐  

当 ∈ 0，在区域 n 上对 及 ”使用 Green第二公式，再夸 一 oo，即可得到式 

(3)的 结果 。 

引理 证毕 。 

现设 满足引理条件且是方程(1)的解，则有 

l(△Ⅱ4-t2u)u&)dz一 0 (5) 

当 ∈ ．据式 (3)及 (5)，有 

山)一』 ) 咖 枞 
4-K。 l“0) )(： — I)妇 (6) 

这里 (z一 )=袅 =0I1．2'⋯ 
其中 = ， = 一 一 ， = l，2，3 

且显 然有 

)=赤 (I 一 
又 ：据 Green第 二公式 及 函数 的 前述性质 ，有 

f cz， c} 一 I a ．e cz △ + ，ci —— l d 

未 t~--u('0+1) 如+l 。△ 
+”翥 。 如 ∽ 

注；因 满足条件 (2)，可认为在充分远处 I I小得可忽略不计，这样 Green第二公式在 口r上 

仍成 立 。 

引 人记 号 

，( )一l ( ) (Iz一 I)如 

F 一』 舭 z ) 如 

http://www.cqvip.com


第 1期 金朝嵩 求解三维 HelmkoL~方程外边值 问题的一种新的边界积舟方程法 47 

则 (7)式 可表 示 为 

，( 】一 +1)+ K ，( +1】 

据此递推公式 ，对任意自然数 就有 

l(o)一∑(一K2)一 ( 十(一K2)‘，。 

于 是(6)式可写 为 

M0)一一 (D】+K2I(Ⅱ)一一∑(一 ) 【 一(一K 2)‘ ‘!“+1) 

一 骞c⋯ f h c叫dnz+岫 
其 中 

月．( )一一 (一h ) lⅡ )u&】(1 — 1)如 
七 

现 在来说 明 当 一 。。， ( )一 0。 

以原点为心，f为半径怍球形区域 日 取 充分大 ，不但使 且包含 D及 ，而且由于 满足 

条件 (2)，还使 得在 日 以外 的区域上 l l小得可 以忽略不计 ，即 一 0，于是 

月 ( )一一 f— ：、‘ I “)Ⅱ (1z— ；)dx 

J'lB, 

lRn )l≤ ( )川 I l ld：c≤ ( )川 l J llu占)f出 
n 

据文献[3]的附录，最后一个积分当 一 。。 零为极限，故当 一 。。·舶( ) o。 

综上 所述 ，证 明 了以下的定 理 ： 

定 理 l 设 ∈ C2f。J)N C1( )满足条件 (2)，且是方 程 (j)的解 ，则 当 ∈ D 时 ， 

咖)一』 ． 【8) 
这 望 

-(r)一 (一 K。) Ⅱ (r) (9) 

；·(z， )一 (一 K。) (z． ) (10) 

下面 的定理 给 出了边界量 之问的关 系。 

定 理 2 设 措足定理 1的垒部条 件。当 ∈ ，， 

{ )一』 ～ -(z ⋯ 

证明 重复引理及定理 l的证明，只是因 ∈，’，在 D 中对 南 及 n使用 Green第二公 

式后 ，注 意到 

』 警如一 I 一等 
．n 1 
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其 中 是 4在 啦 n 上的平均值，日( )是益面，在 点的两张切平面构成的二 面角夹在 

中的部 伢 由于 ，是 光 滑的 ，故 日( )= ，于是 

1 ira
。 卜 一{ 0 J 。 
祁

． _l 

以此代替式(4 即可推得定理的结论 

定理证 毕 

2 边界积分方程的建立及求解 

分射考虑下列tq~elmholtz方程的Dirichtet和Neumarm外边值问题 ，即在条件(2) 

， 睫得 

f△ + K Ⅱ一 0，在 中 

1 【， 
或 

F求 函数 

(L2) 

r△¨+ K Ⅱ= 0，在 中 

《 l 。 (I3) l磊1 

其 中 ， 和 h是 已蜘 函数 

关 于问题 (I2)，据式 (11)，有 

川 如 一 + y)d。。 (】：) 
f ’， 

这是一个 嘉f，为来知量的第一袭Fredhd脚边界积分方程 解得褰l，，连同 J，= 代̂解 
的表 达式 (8)．即 可得 到问题 (】2)的解 

_关于问题 (【3)，据式 (L1)，有 

÷ 畸)+f ( )； (z，y)g~z一}h(z) rfz一 f) (15) 
J
r 

J
r 

这是一个以 I r为来知量的第二类Fredh。lm边界积分方程 解得 Ir后，连同宝f =五代人解 
的 表达式 (8) 即甜问题 (13，的解 

刈于很 青 边 直问题 ．也可类似 处理 ．不赘述 

致监求解边界机分方崔ti dj致 ]5)时，要计算积分核 ‘及 ；。，可选取适 当自然数 H，以 

代替 戈 )及 t1 0)中的 ∞ ．注意到 仅当 a一 0时 ，9南、才具有 r 阶 的奇异性 ，“ 只具有 弱奇 

异性 萁杂 的 及 )均 不具有 奇异性 ，故可将 9 )从 和式 (10)中分离 出来 ，用处理 奇 异积 

分方程的数值方法单独计算 用多珥式近似表示密度函数和边界 ，在每个边界单元上即可用 

解线性方程组的程序算 出未知量 与传统的以Holmh~Itz解表达式出发导出边界积分方程的 

南法相 比较 ，本 文提出 的方 法有下列 明显 的优点 ： 

1)完全不涉及复数运算 ； 

2)即使在波数 K取各种不同数值时 ，所有需要计算的数值积分均可一次完成} 

3)不须再象传统方{击那样 计算数值积分时 ，对太波数 要用特别精细的网格 
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A NEW  BOUNDARY INTEGRAL EQUATION METHOD FOR 

SoLVING EX，l ERJ0R BOUNDARY VAI 巳PR0BUB～ 0F 

THREE—DIMENSIONAL HELMHOLTZ EQUATION 

Ckaoso~  

(Dept．of Natural Science) 

ABSTRACT This paper pressnts a new boundary integral e~uadon method for solving exteri- 

or bo undary value problems of three—dimensional HelmhoRz equation by using the mdi tiple reeiproe- 

ity mathod．Firstly．integral representations of the solution in an exterior domain as well as on its 

bo undary．which have the peculiarity that integral kernels are infinite serieses developed from the 

normal fundamental solution of Laplace equation and independent of the wavenumber，are giyen and 

proved under the Dirichlet condition．Then．based on the representation of the solution on the bo und- 

ary ，boundary integral equations for solving the Dirichlet and the Neumann bo undary． value prob- 

lems are obtained．and remark=for s0me problems  concerned with solving  these integr al equations 

numerically &re ma de．Finally ．the advanmges of the proposed method．as compared 州 tIl th e conven- 

tiona 1 bo undary element methods，ar e stlulg)arized · 

KEY W ORDS bo undary value problems of Helm holtz equation，boundar y integr al equations， 

bo undary element methods，multiple riciprocity method 
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