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摘 要 对二阶巍性振动百程(包括自由振动和强迫振动)对照其通解与等价方程组的奇点 

类型和 dl~IFIYHOB函数．全面讨诧 了振动过程的稳定性。对非线性方程．在附加一些必要 々 

条件下作 出J1只ⅡYH0B函数，讨论 了相应万程组的稳定性。 
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1 自由振动方程的稳定性 

在文 中详细讨论了自由振动微分方程 

旦矗+2 + ：0 (1) n nf 

的振动过程。 其中，2 是阻力的阻尼系数， 。是恢复力的恢复系数， >0．k>0。方程(1) 

称为有阻尼自由振动方程，它的通解为： 

lP (c c。s 一" +c 2 sin 一 )．"< (小阻尼)时 

x(z)： P一" (c1 c0s 一 +f 2 sin 一 )．"> (大阻尼 )时， 

le +c ． ： f临界阻尼 时。 

显然，由通懈可以直接判定：当 f一。。时，物体都趋向于平衡位置。就是说．方程(1)的零解是 

稳定的。 

为了说明这种稳定性，我们不问通解，学可以从微分方程的定性和稳定性理论两方面给予 

论证。使我们对方程 (1)的稳定性有更加普遍的认识，说明利用等价方程组的奇 点类型和 

JIfIIIYHOB函数及其导数的符号来判别稳定性更显得 自然合理。 

1．1 用微分方程的定性理论来认识 

将方程(1)改写成等价的微分方程组(或系统) 
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进 仃 诃 啦 。 

由一般的二阶线性微分方程组 

i警=ax+b 

I誓⋯+ 
的定性理论 一可知，其特征方程和特征根为 

r t a-o．r- =号= 
n 。 当 P>0，q>0时，奇点 O(0，0)的类型分别是 

O(0．0)为稳定焦点； 

O(0．0)为稳定结点： 

P： 4q=0时，o(0，0)为稳定临界结点。 

将以上结论应用于线性方程组(2)，相应地有 

P=一(Ⅱ+d)=2n>0，q=ad—bc=k >0． r =一"± k 

于是 

f< 0，n<k(小阻尼 )时： 

P 一4q=4( k )={>0， >k(大阻尼)时； 

I=0、n=k(临界阻尼)时。 

这就说明：小阻尼振动相应于方程组(2)的奇点 O(0，0)为稳定焦点 ；大阻尼振动相应于(2)的 

奇点 o(0，0)为稳定结点 而临界阻尼振动相应于(2)的奇点 O(0，0)为稳定临界结点：可见， 

方程(1)的通解中三种阻尼振动恰好对应于三种稳定的奇点类型。因此．r一。。时，自由振动方 

程(1)的零解是稳定的。这个性质具有普遍意义。 

1 2 用 3I~IIIYHOB稳定性理论来认识 

仍由方程(1)等价的方程组 

f出 

l Y 
(2) 

I詈一 一2ny 
进行讨论。 

容易用能量积分法作出 3I~IIIYHOB函数 

v( ， )= 1(誓) +f zd2-= 1 y2+{ z 
从而 

tit = tit + a
y

立
tit = 2 y ⋯  

可见，V( ， )为正定函数， dV 为负定函数
，根据 Ⅱ只ⅡYH。B稳定性判别定理 I，可知方程 

组的零解是稳定的，并且除 =0，Y=0外，零解还是渐近稳定的 因此，当 r一。。时，自由(有 

阻尼)振动方程(1)的零解是稳定的．即物体都趋向于平衡位置。 

时 时 一 

一 ， 

中 
其 
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以上我们对 自由振动微分方程(1)从通解，奇点类型和构造 ~ HYHOB函数等三个方面 

论证了方程(1)存在平稳的振动过程，从而统一了我们对 自由振动方程的稳定性的认识。 

固方程(1)与常系数线性方程组是等价的，其特征根都具有负的实部，故系统的零解是渐 

近稳定的；由方程(1)的通解均含有因子 ～ ，从而 

[imX(t)=O 
_ ●  

因此．从方程(11的通解判定其稳定性更是显然的 

2 强迫振动方程的稳定性 

强迫振动方程的稳定性要比自由振动方程的稳定性复杂c具有周期性干扰力的强迫振动 

方程为 

孥+2 詈  ̈ ŝ_n (3) 
我们先由复微分方程得出(3)的特解。 

设复方程为 

孥+2 詈  ̈ in 

夸z： ，则鲁=ipHe r，警 一 
代入复方程，得 

H 一2rip H H = 毒 
于是，复方程的特懈为 

z = 』 i (c。s r+ sinp ) 

—

k
—

：
_ p 2)cospt 2npsinpt]h 

证 P +4n 

其实部即为方程(3)的一个特解 ： 

( ) 

(k
—

~

—

- p；)sinpt+2npcospt]h 
证 4-4n 

h[
—

(
—

k：-p：)cospt~2npsinpt 
户 +4n 

由⋯1’目，已得出方程(3)对应齐次方程的通解，即 

fP—nt(c1 c0s～ +f】sin～ )． < 

x(t)={P— t(c L c0s T二 +f】sin T )，n> ； 

【 ． + ： ． ： 。 
所以．强迫振动方程(3)的通解为 

(t)=X(t)+ (f) 

令 cos?-一  ， sin 令 ～  ’ 

则特解可表示为 
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器  
所 以， 

㈩ + 

由方程(3)的通解，可以看到以下事实： 

当 =c =0时，方程(3)存在唯一的以 为周期的周期解 z (￡)。 

当 c ≠O，c2≠O时-有l
⋯

irax(})：O。因此tt—o。时，方程(3)的所有解都将逼近周期解 

(￡)。这是由于周期性的干扰力 h sinpt会使系统产生周期性振动。因此，￡一o。时．存在平 

稳的振动过程。 

下面，我们不去看方程(3)的繁复的通解，而直接采用 3I$tIIYHOB方法，讨论方程(3)的 

稳定性。 

将方程(3)化为等价的一阶非自治微分方程组(即非自治系统) 

fdr 』 一 (4) 
‘ 4J 

f詈一妇 +̂sinpt 
取 

=专(誓) + kZx -f k x’2 3'2 
则 

盟  盟 监 + 一2nyz+dt O：c dt ay dt _n 一 。 “ “ ‘ 

c ， ，=÷[鲁+h．r— f si 出】 + 出 
=÷[ +hz+ cc。 - ] +争 

则 

I一旦 +旦 兰_+．oVa2生 
dt l㈨ at。如 dt。 dt 

： 一 2 + (1一c ) 

故对系统(4)可取 3I~IIIYHOB函数为 

V(x，Y． )=VI('r， )+V2(z， ，t) 

=  
。

．r
2+号I +。+ z+吾(co 一 】 

≥ 'r 1 >0 

从而 
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设 

1 
2nk 2 7：2+ (1-cos川  

≤ 一 1 Y l(2n I Y I—h)一 l (2nk I 

W( ，Y)=一 I (2n Y I—h) l(2n 一 ) 

当 >南．- >鲁时，有警ll4l< 
l l≤ 丽h 时

， 因 

w(z， )=一2 +^ y l 2 z z-2+ l 

≤ jr：+  ̂ + 

≤一(2 一 一 hk 2) 

取 Y 

取 

所 

当 1 l≤ h
，
l l> 

I ≤ t时， 因 

W ( ，Y)= 。 

≤ 一2 ： hk 2 

≤ 一 

+ 

L 一 — —  

当 I I> L． I Y 

所 

≤ 有 l 

< 0 ． 

I+ h Y l一2ny 

I ．i + h I Y I 

l_hytl 

由以上讨论，可得方程(3)的解的有界区域为 

U ：{一 ≤ z≤ ，一Y ≤ ≤ tI 

而在相平面上连通开域为 

U：I < 一 l， > J ；Y≤ 一 L， >Y】 

一

¨ 罩 
一 一 

有 ： 

吼 
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使得对方程组(4)所取的~HYHOB函数v(x， ， )为正定函数，且有正无穷大性，而使警 
为负定函数。从而方程组(4)的轨线都由U的内部经过边界 z= oTt， = 。进入 U 内。 

显然，U 是 U的补集。线性方程组 (4)在 U 内存在唯 一的以 为周期的稳定的周期解 

。 因线性方程(3)所对应的齐次方程的特征根都具有负实部，故方程组(4)的周期解全局稳 

定。固此，￡一o。时，必定存在一平稳的振动过程 

我们再回到文 中讨论过的无阻尼强迫振动方程 

警 int, (5) 
其通解为 

IA s1n疆 +P) 芒了 inp ， ≠ 时； 
3-(￡)= ‘￡)+z (t) ． 

sin疆 + )一去fcn ， = 时。 
其中，A， 为任意常数。 

由通解表明：当 一 时，I I很大，物体不趋向于平稳位置；当 = 时，去￡随 
—o。而无限增大(产生共振现象)，故方程(5)的解不稳定。 

以上情况也可用 glItIIYHOB稳定性理论给予论证，因方程 (3)无阻尼项时．即 2n：0， 

可将方程组(4)所取的．1IItIIYHOB函数及其导数化为 

V cz． ． = zX 2+{[ +( + c。妒 一}) ] 
>1-正 + 1 > O (正定函数) 

—

警=̂ sin + (1-cosp )(变号函数) 
故方程(5)的解是不稳定的。 

由有阻尼强迫振动方程(3)和无阻尼强迫振动方程(5)的解说明：在有阻尼力存在时，由 

于阻尼力和干扰力有相互抵消的作用。故解在某个区域内有界．从而存在平稳的振动过程，在 

无阻尼力存在时，由于周期性干扰力的作用，自然不会存在平稳的振动过程。 

3 关于非线性振动方程的稳定性 

由“1”目和“2”目，我们看到，通过~HYHOB函数V( ，y， )及其导数警的符号的判 
定，可以得出对线性方程(1)，(3)，(5)的解完全一致的稳定性判别与解释 故这种方法尤其适 

合于大多数无法求解的菲线性振动方程，对其进行定性和稳定性分析，并作出物理解释。 

我们讨论一种范德液(Van der Po1)型的非线性方程的稳定性 

警一e 1一(鲁) ]誓+ =。 ㈤ 
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其 中，e是参数．它 的等价微分方程组为 

d．r 

． 

Y 

f鲁=-x+ey-ey~ 

由于警 ，方程(6)可写成 

掣 + =一ey( 一1)
tit 

上式两边同乘以 后，可得 

告( 1 2+争 )：一e ( 一 ) 
所以，系统(7)的M~tHYHOB函数及其导数可取为 

V( ．y)= 1
—

2~ 
1 > 0 

_

dV
：一E ( 一1)≤ 0 (I y I≥l时 )dt J 。 

可见，非线性振动系统的零解在 I I≥1时是稳定的；I I<l时是不稳定的。 

我们来进一步研究非线性方程组(7)的解的性质。对应于(7)的线性方程组为 

d．r 

I警一 
其特征方程和特征根 为 

E± √巳2—4 

(7) 

(8) 

由参数 E的取值．可知奇点 o(o，0)的类型分别为： 

f<4时，为不稳定焦点： 

e ≥ 4时，为不稳定结点 ； 

l=0时，有周期解。 

由于 lim — ：0，故非线性方程组(7)与线性方程组(8)有相同的稳定性。 
雨 一o qi 十 。 

值得注意的是 E=0时的周期解，即方程 

旦吾+ =o (9) 
Og 

的通解 

( ) c1COS +c2sint 

可以看到，非线性方程(6)在 e—O时，存在唯 一的周期解，使方程(6)的所有解当 t—oo时．都 

趋向于此周期解。这种孤立的周期解就是方程(6)或方程组(7)的极限环。 取不同值时，便可 

得出不同的根限环。方程组(7)的所有轨线都趋向于相应的根限环。 

方程(9)和(6)分别是下面更一般的非线性方程的特殊情形 “ 。 
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鲁州 )=0 (10) 
和 

鲁+ I x,鲁)州 )=0 ⋯) ) 0 (11’ 
方程(10)的等价方程组为 

dz 

j 
j立：一f(xd )
t I 一 

当满足：f(,2Y)=0， ( )>o，( ≠0)的条件时，可作出M~ YHOB函数 ： 

y( )=号y2+ ，( )d >0 (正定函数) 

使得警=0。所以，方程(1o)的零解是稳定的。它的解在相平面上是一簇围绕原点的卵形封闭 
曲线。 

方程(I1)的等价方程组为 

fdz j 一 

【警一， )一 ) 

当满足条件：，(0)=0， ( )>0(工≠0)； ( ，0)=0-y~o(x， )>0( ≠o)；l ，( ) 
dx=+oo时，可作出M~ YHOB函数： 

y( ， )= 1 
y2+ ，( )d >0 (正定函数) 

使得 = ( ， )≤ 0(负定函数)。从而，方程(11)的零解必是全局稳定的。同时，方程 

(11)还存在非零的周期解，兹举一例可以说明。 

例 警+ z(誓) 一-] dr+z=o 
化为等价方程绢 

此方程组有唯一奇点 0(0，0)。作 M~ YHOB函数 

V( ，Y)= Y 

则 

一 

一 

= = 
如一出 血 

扣 

< > 

计 时 

0  

> < 

，●●●● ●●，．●●
【  

2  

一 

— 

y 

2  

= 
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因z。+y =÷落在使导 =0的椭NS- +2y =1的内部，融 + =1落在该椭圆的外部(除 
， 

轴上两点重合外)。这说明从环域÷< <1内任意一点出发的轨线( ( )， (￡))永远走 
‘  

不出此环域。根据 Poincare—Bendixson环域定理，在此环域内(环域内无奇点)至少存在一条 

闭轨线，对应于原方程的非零的周期解。 

由以上讨论可知，对非线陛振动方程，应加上必要的限制性条件，才能保证解的稳定性，从 

而使物体存在平稳的振动过程。 
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The stability of oscilliation equation 

Cao Ŝ uxiao 

Chongqing Jianzhu University．Chongqing，Sichuan 630045) 

Abstract：This paper presents the second order linear oscillation equation(contammg free 

oscillation and forcing osillation) ．The stability of oscillatary process is discussed the e· 

quation compares classification of sinqula rities and Liyapunov function of equivalent equa 

tion system with its general salution For nonlinear equation， the stability of corrs— 

esponding equation system is discussed under some of addional condition．then the L[ya— 

punov function is taken 

Ket W ords：oscillation stability the Liyapunov function 
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