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摘 要 根据塑性镀蜣理论分析了四边支承板和三边支承一边自由板的可能破坏机构．碍 

出了相应的扭限荷载．并且分析 了钢筋混凝土板 负弯矩钢筋切断的可能破坏机构．按 不降低 

相应的扭限菏载为条件．确定出费弯矩钢筋的理论截断位置。蛤出了四边支承形板和三边立 

承一边 自由矩 开；扳在不同边长比 、跨中理向配筋 比 k以及各种支座壅型情况下的负弯矩 

钢 筋的长度未数 }，若考虑一定的延伸长度之后 即可确定 负弯矩钢筋 的实际配置长度。本文 

的分析方法对钢薪混凝土板的设计有较太作用。 

关键词 塑堑 墨圭坚，皇 兰 塑堑兰堕，芝堑查鎏，塑性铰线理论 
中圉法分类号 TU375 2 

钢筋混凝土矩形板在建筑工程中的应用非常普遍，其截面配筋的设计方法已为广大设计 

人员所熟练掌握。为了满足强度和刚度要求．可将所需钢筋均匀布置在矩形板的整个面积上。 

但为了经济节约可结合弯矩分布情况，在大多数情况下的板顶负弯矩钢筋可在适当位置处予 

以切断而不致于降低其极限承载力。因此，有必要确定板顶负弯矩钢筋的合理切断位置，明确 

它与现行规范中规定数值的差别，以供钢筋混凝土矩形板的配筋设计时参考。 

1 虚功方程 

塑性铰线理论是分析钢筋混凝土板极限荷载的一种常用方法。它研究板可能出现的各种 

破坏机构，确定其可能的机动容许位移场。对于任一可能的破坏机构．都可用机动法或平衡法 

求出其极限荷载。下面仅简单舟绍采用虚功原理的机动法。 

众所周知．钢筋混凝土矩形板的极限弯矩为 
， f 、 

=  ̂f1一争 ) (1) J⋯ 

式中， 、A 分别为受力钢筋的设计强度和截面面积．h。为截面有效厚度； 为混凝土的弯 

 ̂

曲抗压强度；P= } 为配筋率，b为单位板宽1m。 
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板中全部塑性铰线上所做总的内功为 

U=2 (m。 Q ‘+m Q ) (2) 

式中，m⋯ m 分别为塑性铰线上沿 ,72、Y轴方向单位长度内钢筋所能承担的极限弯矩，Q 、 

分别为塑性铰线上所产生的相对转角在 x、Y轴方向上的分量； 、z 分别为塑性铰线长 

度在 、Y轴方向的投影长度。 

若在板的微单元面积 dzd 上作用有分布荷载 q，其虚位移为 8，则总的外功为 

W=|】q3dxdy=qV (3) 

式中， 为板下垂位置与原平面之间的体积。 

令 W=V，则得虚功方程如下 

qV=∑(m Q ‘+m Q ) (4) 

当破坏机构中包含有 一个几何参数 n、 、y·一时，可建立求荷载最小值的极限条件 

署 ，器-(】， ⋯‘ (5) 
得到 个代数方程，联立求解可得 一个几何参数 、口、y⋯⋯，再回代到虚功方程(4)中，即 

可求得极限荷载值 q。 

2 极限荷载 

2．1 四边支承矩形板 

任意支座配筋条件下的破坏机构如图 1。矩 

形板的短边跨长为 ，长边跨长为 z ，m。 

m 、mI、mⅡ、啦 、m 分别为各塑性铰线在单 

位长度上的极限弯矩。 

设矩形板中 的虚位移为 l，则均布荷载 q 

所做的外功为 
2 

W = [3 一(口：+n，)】 

板中塑性铰线上所做的内功为 
图 1 口边支承板的破坏机构 

⋯ m ( + )⋯ ( + ) 

其中， =鲁， =署 ， ． ， 
令 W =U ，则得 

。=丽  丽 【 ( + )+ ( + )] q r = 【 l J I 』J 
根据荷载 q为最小值的极限条件确定塑性铰线的位置参数 n 、n 和 n 。 

令 =0，经化简后可求得 

(6) 
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i 

同时令 =0和 =0，则可求得 

一而 [ 需 _( )] 
将式(7)(8)(9)代入式(6)中，经化简后可得 

0 q r 十、／ ) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

对于有简支边的四边支承矩形板，只要令简支边的 i值为零． 上结果同样适用。 

为了计算方便．可近似假定板中斜向塑性铰线与板边成 45 方向．此时 a m： ，：0 5， 

代入(6)，可得极限荷载的近似公式为 

12 1 

q 万 = 

2 2 三边支承一边自由矩形板 

任意支座配筋条件下的破坏机构如图 2。矩形板的自由边跨长为 ，其邻边跨长为 ，m 

m z、ml、mⅡ分别为各塑性铰线在单位长度上的极限弯矩。 

(a) 

圈 2 三边支承一边 自由板 的破坏机构 

(b) 

对于图2a所示的破坏机构，设塑性铰线与板自由边交点 n、b的虚位移为 1，刚作用于板 

上的均布荷载 q所做的外功为 

Ⅳ =
皿
6 (̂3—2口) 

板中塑性铰线上所做的内功为 

m +k~z z娅  

一 
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其中， = ． = 暑， 
令 W =U ， 则得 

— —

●
l2= — —  

[卫 +生 ! ] z}f3—2 )【 ’ J 

为了求荷载q的最小值．令暑=0．可求得 

卢=( l+it) [ +再I 3+焉i~k—z] 
将式(13)代入式(12)．经化简后可得 

j12十 ：4—4+t 3—+i~＼k+z] 
可 —  

31 2 √ 序一 

(12) 

(13) 

(t4) 

如果按式(13)求得的 口值大于 0．5，则破坏机构应为图 2b所示。设点 12的虚位移为 1，刚 

作用于板上的均布荷载 q所做的外功为 

w=华 (3一 ) 

板中塑·I生铰线上所做的内功为 

u l )+ 

今 W =U ． 则得 

。 = [4(1 ，+ ] q i j 【 ， —— J 
为了使荷载 q为最小，令 =0，可求得 

= (而l+i z)寺 [ + ( ) 一 1] 
将式(16)代入式(15)，经化简后可得 

一  
! 

f(1+i 2)k[／i tl+it＼k~一 
当假定板内斜向塑性铰线与板边成 45。方向时，对于图 2a．有 = ，̂代入式(12) 

限荷载 的近似公式为 

(15) 

fl6) 

(17) 

可得极 

。= I_[2(1 (2+辛)] ( s) q 百万 j l ＼ 丁川 

对于图2b，有卢=六，代入式(15)．可得极限荷载的近似公式为 
g： I 2(1+i ) +(1+ 2) ] (19) g — 【 t ， ， J 

三边支承一边 自由矩形板的极限荷载应是上述两个可能破坏机构中的较小者，即式 (14) 

和式(17)中的较小者，或式(18)和式(19)中的较小者 
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3 负弯矩钢筋的最小长度 

3．1 四边支承矩形板 

设板底钢筋在板平面内均匀设置，板顶钢筋长度与相应跨度之比为 ，四边固定板的板底 

与板顶配筋如罔 3( I)l f1])所示 

(a) 板底钢筋 

圈 3 四边 固定板的配筋 

(b) 板 顶钢 筋 

在板内没有板顶钢筋的区域内，忽略混凝土的抗拉强度，可认为板内的破坏是沿板顶钢筋 

切断线处简支的，其可能的破坏机构如图 4。当板顶负弯矩钢筋的长度满足要求时，图 4破坏 

机构的极限荷载应不低于图 1基本机构和极限荷载。分析比较图4中的三种破坏机构的极限 

荷载可知，其摄不利者为图4a。 

(a) (b) (c) 

圈 4 口边固定板 负弯矩钢筋切断的破坏机构 

对于图 1所示的基本破坏机构，四边固定板的 i ： = ，： 由式(10)可得极限荷载为 

g= (2I]) 

由式(11)可得极限荷载的近似公式为 
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：  (21) q —— _ _ “ 

对于图 4a所示的破坏机构，可令 i，=0，并用(1—2{)fl、(1—2{)￡ 代替式(20)及(21) 

中的fl、￡ ，则矩形板的长短边之比 =鲁： ，可得 
24m ： 

1 1 (1—2{心f 1 ／{}十 一 I 

24mln + ) 

q 可= 万丌 = 

(22) 

(23) 

为了使式(22)或(23)求得的极限荷载分别不低于式(2O)或(21)求得的数值．应满足 

≥1 (1
— 2{)2 一 “ 

求解此式可得 

{ ·5 —志 ) ∞ 
对于有一条、二条、三条简支边的四边支承矩形板．其固定边上的板顶负弯矩钢筋的长 

度系数 {可以采用与上述类似的方法确定。此时，像简支板那样破坏机构的内部塑性铰线将 

延伸到简支边上，并且求得的 {值一般随 和 而变化。通常情况下 {值要通过求解高次方 

程确定，计算过程较为繁琐，即使采用较为简单的近似公式(11)求解也是如此。此处仅将一些 

具体板的计算结果列于表 1中。 

3．2 三边支承一边自由矩形板 

三边固定一边自由板的板底与板顶配筋如图 5(a)、(b)，其可能形成的破坏机构如图 6 

酉j lllll ii I 
(a) 板底钢筋 (b) 板顶钢 筋 

图 5 三边 固定一边 自由板的配 筋 

对于图 2所示的基本破坏机构，三边固定一边 自由板的 i =i z，由式 (14)或式(17)可得 

极限荷载为二式中的较小者．即 

2 卅 l 

口 可  
12+i~[ 磊 +z] 

+
2 k

— z 

(25) 
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(a) I b) (c) 

图6 三边固定一边 自由板 负弯矩钢筋切断的破坏机构 

或 

24m L r1+il J 

可 
由式(18)或式(19)可得极限荷载的近似公式为 

：  [2(1+it 2+})] 
或 

24m】r1十i L J r2 十k) 

一 聍r6 一1 J 

对于图 6a所示的破坏机构，可令 i =O，并用(1—2{) 、(1 

中的 、 ，则得极限荷载公式分别为 

24 km 】 
= ——————————_=—  二== -——__ 

或 

2 k 3T-一{] f1一{ {l√÷+“一号l 

尊 

(26) 

(27) 

(28) 

2∈) ：代替式(25)～(28) 

(29) 

(3O) 

近似计算公式为 

【31) 口一  

或 

=  等 口 可= 了雨 F 
为了使图 6破坏机构的极限荷载不低于图 2基本破坏机构的极限荷载，比较式 (25)与式 

(29)或者比较式(26)与式(3O)可分别求得 
、 

} 
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或 

≥o．s( 一 i) 
比较式(27)与式(31)或者比较式(28)与式(32)可求得 

蔫 ] 

(34) 

(35) 

或 

≥0．5(1一志 ) (36) 
三边支承一边自由板的负弯矩钢筋长度系数 值应取式(33)和式(34)中的较大者，或近 

似式(35)和(36)中的较大者。 

对于有一条、二条简支边的三边支承一边自由板，其固定边上的负弯矩钢筋长度系数 

可以采用与上述类似的方法确定，此处仅将一些具体板的计算结果列于表 2中。 

当然，前述计算结果仅是极限状态下按塑性铰线理论确定的．而用塑性铰线理论分析 

钢筋混凝土板的极限荷载是令人信服的．也是偏于安垒的．这 已被国内外大量试验结果所 

证 实⋯ 。 

4 结束语 

根据本文的分析方法和计算结果可以得出如下几点结论： 

1)四边支承矩形板固定边上的负弯矩钢筋的最小理论长度．由式(10)确定为0 21～0．28 

，为了保证钢筋的充分锚固．钢筋必须伸过理论截断点一个延伸长度。若取延伸长度≥15 d， 
， ， 

当满足规范 规定长度÷或÷ 时，则一般要求 ≥375 d=2 250--4 500 mm(板中钢筋直径 
J 

取 6～12 mil1)。否则，应慎重考虑支座配筋引起的刚度影响。 

2)四边支承矩形板按近似公式 (11)确定的固定边上负弯矩钢筋的最小理论长度为 

o．17-o．38￡，其数值的离散性较大 ．这主要是因为假定斜向塑性铰线为 45。方向与实际情况 

(尤其是两邻边支承刚度相差较大时)的差别可能较大所致。 

3)两邻边固定两邻边简支、一边固定三边简支矩形板固定边上负弯矩钢筋的最小理论 
， 

长度，按式(10)确定为0 17-0．28 f，已超过规范“ 规定长度÷的8％～12％。因此，在一定条 

件下对板顶负弯矩钢筋适当加长是必要的。 

4)三边支承一边 自由矩形板固定边上负弯矩钢筋的最小理论长度按精确式确定为 

0 21～0 32 或0 42-0．64 ：，考虑一定的延伸长度之后，当固定边为自由边的邻边时一般 
， 1 1 、 ， 1 

可取 ；当固定边为自由边的对边时一般可取f寺～专)1 2．但当 =̂ ≤寺时宜取￡ 。 

5)钢筋混凝土板在简支边上的弯矩值为零．但考虑实际支承存在的弹性嵌固作用，应按 

规范⋯要求配置一定 数量的构造钢筋。 

最后．需要指出的是，本文的分析方法进一步推广也可应用于确定其它复杂形状板固定边 
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表 2 三边支承一边自由矩形固定边上负弯矩钢筋的长度系数 { 

支 座 娄 

}||i|i||／ ／,I／HIll~Ill 
’ l ， I l I 

／／／ f／|／／ f／}}／／ff／ ， 

1 ： 2 l L 2 il= 2， 2=【} il= r
，

= 0 

精确式 近似式 精确式 近似式 精确式 近似式 精确式 近似式 

(14) 或 (18)或 (1 4)或 (1 8)或 (14)或 (18)或 (14)或 (1 8)或 

(17) (19) (I7) (I9) (I7) (19) (17) (I9 

1 0 I]24 0 23 【l 32 0 33 0 21 0 20 0 

0 8 0 23 0 23 0 31 0．32 0 21 0 20 0 

0 6 0 23 0 23 0 29 _l 30 0 21 【l 22 0 

0 4 0 22 0 22 0 27 0．27 0 2l 0 23 (1 

0 2 0 21 o 22 0 20 0． 0 21 0 24 0 

1 0 0 22 0 2l 0 27 0．3l 0 2l 0 22 0 

0 8 0 22 0 22 0 26 0 30 0 21 0．22 0 

l 
__ 一  

0 6 0 21 0 2l 0 23 0 28 0 2l 0．22 _l 

2 

rJ 4 0 21 0 2l 0 21 0．24 0．2l 0．23 0 

0 2 0 21 0 21 0．21 0．18 0．2l 0．24 0 

1 0 0 2l 0 2l 0 21 0．25 0．21 0．21 0 0 

0 8 0 21 0 2l 0 2l 0 24 0．2l 0．2l U 0 

U 6 0 21 0 21 0 21 0+23 0．21 0．21 0 0 

0 4 0．21 0 21 0 21 0．22 0．21 0．22 O 0 

0．2 0．21 0 21 0 21 0．18 0 2l 0．22 0 0 

1(1 0 2l 0 21 (1 21 0．28 0 21 0．21 0 

0．8 O．21 0 2】 0 21 0．27 0 21 0 2l 0 

2 0．6 0 21 0 21 0 2l 0．26 0 21 0 2l 0 

0 4 0 21 0 21 0 2l 0 24 0 21 0 21 0 

0．2 0 21 0 21 0 21 0 20 0 21 0 22 0 

1 0 0 21 0．21 0 21 0 28 0 21 0 21 0 0 

0 8 0 21 0．21 0 21 0 28 0 2l 0 21 0 0 

3 0 6 0．21 0．21 0 21 0 27 0 21 0 21 0 0 

0 4 O 2】 0．2】 D 2l D 25 0 2】 0 2】 0 0 

0 2 0 21 0 2l 0 21 0 20 0 21 0 21 0 0 

l 
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上负弯矩钢筋的最小长度。虽然它仅是极限状态下的塑性 分析结果，但作进一步检驻可以发 

现，它能满足弹陛理论的有限差分法、有限元法等所确定的钢筋混凝土矩形板的弯矩分布 

．况且钢筋混凝土板属于非弹性材料，因此对其采用塑性分析是必要的。 
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A calculation method for length 

of s teel reinfordement with negative 

bending moment in reinforced concrete slabs 

Liu Zher,}g6口0 

(the Departtruant 0f Civil Engineering 

Nanyang Insit[tute of Science and Techaology，Nounyang，Henan 473066) 

Abstract： This paper． presents reinforced concrete slabs with four or three supported 

edges and their ultimate load by plastic yield—line theory．To examine steel reinforcement 

for negative bending moment，its length is decided that ultimate loads aren t lower．Nu- 

merical examples are given that the coefficients of length∈，of steel reinforcement with 

negative bending moment，are derived from ，k and supported ends about the rectanguler 

slabs with four or three edges．To keep in mind a extensional length ．it will be calculated 

the true length of steel reinforcement with negative bending moment This calculation 

method is propitious for design of reinforeed concrete slabs 

Key Words： reinforced concrete slabs． negative bending moment． 1ength ot stee1 re_ 

inforeement， calculation method， plastic yield—line theory 
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