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矩阵递归法及在结构分析中的应用 

．7 一g 
堂盟挂． 

(安徽建筑工业学院 台肥 23(~22) 

摘 要 结构分析的数值方法最终归结为代敷方程组的求解。工程中相当广泛的一类结构， 

兽定解方程为矩阵三对角式。表文首次提出矩 阵递归法解决上述结构的力学计算问题。矩阵 

递归法推广了三对角方程组的递扭法，以矩阵作为递 归元．不颁开；成整体方程组，从而大大 

地节省内存，又简化 了一帛到的复杂计算 拳文的最后通过 实例说明了这种方法的优越性。 

关键词 竺 一兰 查 竺苎竺 ，矩阵三苎堕至堡璺 
中圉法分类号 O241 

矩阵代数在结构分析中的应用相当普遍。工程中一类有代表性的结构，其力学分析常常 

归结为一组矩阵递归方程的求辫。本文在三对角方程组的追赶法的基础上，首次提出了矩阵 

递归法求解矩阵递推方程。在矩阵递归法中， 矩阵作为递推元，使一系列复杂的冗繁计算得 

到简化，计算量很小。另一个明显的优点是不须形成整体矩阵，从而节省计算机内存．程序设 

计也很方便。本文还通过例题在运算次数，内存占用．计算精度方面与其它方法进行了比较。 

1 结构分析的矩阵递推方程 

工程中使用范围相当广泛的一类工程结构．如建筑工程中的高层结构、塔式结构、正交网 

梁、板壳、道桥、水坝等，交通运输中的机车车身、船舶、飞机机身等(图 1)，其相邻的三个搂层， 
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圈 1 一类可导出矩阵遵稚方程的工程结构 
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或三条周线，或三条结线，或三片结面的力学量之间，存在下面的矩阵递归关系 

AJ 1+Bjx +C J一1=P (1) 

式中，A ，B】，G 为 m × 维的矩阵， ，PJ为 m维向量。 

(1)式可由多种方式导出，如转角位移方程，差分法，有限元法，子结构法等。A ，B ，C 仅 

与几何物理参数有关，．1- 为未知力学量 

以单跨高层框架为例，在水平荷载作用下，矩阵递推方程为 

-J十 C LI P ㈦ 

上式中每个矩阵元素的表达式如下(见图 2) 
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图 2 单跨高层框架 

其中， 为左柱的线刚度， 为右柱的线剐度， 。 为横梁线副度，下标J表示第J层，P为 

水平荷载。^为层高， 为 层柱端转角。此外，还有两个边界条件 

： 0 ，B 十C 一L=P (3) 
～  ⋯ ～ ～  

其中 

B 
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上述矩阵递推方程的详细推导过程可见参考文献【l一3】。 

采用其它方法同样能导出(1)式。以【4】中的方法为例，考虑框架剪力墙联合工作时的微 

分方程(图 3) 
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El F“’( )一 口 ( )=P(z) (4) 

的通解为 

=kl+k2 +k 3 ch；tz十七4s ≈+73 (5) 

其中 为特解．k．为常数． 为框剪结构的侧向位移。 

由(5)式可以求出墙体的转角 乩．弯矩 M 和剪力 Q一 框架的层间剪力 Q，。取未知量 

( )=} Q M 

其中，Q= + 。写出用 表和 的式子 

3-( )= T( M 4-o1" (6) 
～  ～  ～  

这里，k={k k k k } 为(5)式中的系数。由(6)式解出k 

k：T ( )。r(=) ) (7) 
^  ～  

对于第 层来说，将其上部坐标代入(6)式，下部坐标代入(7)式，得 

R- =T k+z 、k=T 。l rT L l，-1) 
～  一 ～  ～  ～  ～  

将后式代入前一式，并前乘 ’。，经整理得 

Tj～z k l = f、 ：～Ti3、x；-L 

让下标 J增加 1，上式写成 

Tf or “ Tfi r ：T； L ：ⅥlTf I7 

用(8)式减去(9)式．并令 

Pi= 一T z +∞ f z 一T -2 

得 I ，+l+2T 5-． 7 ．一 

与(1)式比较可知，(11)式有同洋的递推关系，限于篇蝠．详 

细过程没有列出，有兴趣者可参阅文献【4l。 

2 矩阵递推方程的递归解 

矩阵递归法的思想源于三对角方程组的追赶解法。在 

追赶法里是以变量作为递归元．而这里是以矩阵作为递 归 

元⋯。 

为了推导递归法的递归公式．先考虑将 (1)式的 个 一 

矩阵递推方程组装成整体方程组(实际上，矩阵递归法是不 

需要组装整体方程组的，这里只是为了叙述上的方便)．写成 

【AJ B C n l=IP { 

将系数矩阵进行如下分解 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

j+1 

J一1 

[A 】n=【L I
～ 0 n— O 璺 】1 

在(12)式中 

图 3 一南岳枉剪体 系 
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其中 为 ×m 维单位阵，将(12)右端乘开得 

[A，B C J1=[Lj 一z L1厂』z+且 ]1 
～  ～  ～  ～ ～  ～  ～  ～  

比较(13)式等号两端的对应项可知 

I=B ，L．=Aj I． ：B 一L ， rj=C， ( ：1．2，⋯ ) 

容易证明．对 [L ，O ]1求逆有如下结果 

([L O ] ) =[一L ，O ]1 
～  、 ～  ～  ～ ～  

用上式前乘(1 )式，得 

[O 西 rJ]1 I∞I=[一L，，O ]1}P』I：{ I 

(13) 

(14) 

(15) 

由上式可知 

= Pr L 一 ， ( ：2，3，⋯ ) 

最后得出的 rh：O，则由(15)式，可解出每个r 
～  

～  

z ：fl- ， = 一 f —ri z +z J， (J= 一1， 一2，⋯ 2，1) (16) 

由(14)，(16)两式即可形成求解矩阵递推方程(1)的程序： 

1)令 k：1．pL=B ， =P-： 

2) ：k十1．L ：A z， =B 一L C 一 ， 乱：P 一L·以一I 
～ ～  ～ ～  ～  ～  ～ ～  

3)若 <n，则转向2)．否则继续 4)； 

4)z = ． ： ： 

5)k：k一1， f乱一C Xh+tj 
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6)若 k=1，则停止，否则转向 5)。 

3 算 例 

设单跨 20层刚架，每层高度相同，  ̂

12 

： 

3 m 

36 

833 

333 

横梁跨度，f=4．5m，P：10 kN。 左柱、右 

1．见图2所示。由(2)．(3)式可得 
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(b) 

半 ㈦ 
采用(14)、(16)式，并按本文的懈题步骤编出程序，结果刑于表 1中。 

表 1 计算结果与高斯消去法比较 
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从表 1可以看出，本文的方法与高斯消去法给出的结果是相同的。另外，本文的效率也是 

高的，对计算次数与内存占用两项指标与高斯消去法作了比较，见表 2 

4 结束语 

表 2 计算效率的两项指标 

指 标 本文解法 高斯消去法 比 较 

运算次数 1ltl1) 85IJIl 1／8 

内存占用 4(1(I l600 1／4 

本文提出的方法有如下特点： 

1)本文提出的矩阵递归法在理论上是精确解法．实际应用时的计算精度取决于(1)式的 

物理近似程度。算例中的(a)，(b)，(c)式是精确式．因而表 1中的结果是精确解。递归的积累 

误差取决于计算机字长； 

2)由递推方程(1)式控制的结构相当广泛．建筑、交通、水利、机械工程中有许多属于这一 

类结构。但结构离散化时的结线上所含未知量应相同，否则递推关系较为复杂． 

3)本文的递归方法运行时间短，内存占用极小，效率较高。结构越是复杂、解题规模越 

大，越能体现出该方法的优越性。它不同于矩阵选代法等近 方法，也不同于高斯消去法 迭 

代法的效率取决于迭代公式的选取和收敛速度．消去法需建立整体方程； 

4)本文方法能直接地适用于非线性问题、动力问题，对于周期性边界条件和环形结构则 

需对递归公式(14)、(16)式进行修改。这些内容将另文探索。 
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Application of matrix recurrence method to 

structure analysis 

Zhang W eitin 

(Dept ol Civil Engineering．Anhui Institute oI Architecture．HeIci 230022 

Abstract Application of numerical method tO structure analysis leads tO solving a set of 

algebraic equation The governing algebraic equations of many structures in engineering are 

matrix triple diagonal ones．In this paper， MRM is proposed for the first time to solve 

the matrix— triple diagonal equations．The way to solute algebraic equation is spread by 

this method and complicated calculating process is simplified Lastly． an example is given 
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碱矿渣(JK)高强混凝土 

内容简介及技术水平： 

JK高强水泥是以磨细矿渣外掺碱溶液所得的新型胶凝材料。用 JK高强水泥配制的 

JK高强混凝土，工艺简单，只用普通混凝土的一般成型设备和施工方法，即容易获得 60 

MPa以上的高强混凝土。本研究的最高强度已达前苏联晟高强度指标，早期强度(1d，3d) 

刚超过前苏联相应指标，缓凝问题有重大突破，超过前苏联缓凝研究的水平。 
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