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关于三维无限元的一种新模型 
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萎篆⋯ 
摘 要 给出一个三雏十二节点无限元的新模型，其映射函数概念明确、形式简洁。谊模型 

不存在文献[7】中无限元模型在计算时出现的问题。另外，结合算倒将该摸型与文献[8】中无限 

元模型进行了比较。结果表明，奉文的无限元新模型在性能和精度方面均具有优越性 

关键词主： 坚 亳 !生 老士，戢；癍  
中图法分类号 TU458．4 

在岩土工程数值分析中，无限域或半无限域的模拟占有重要的地位。虽然有限元法是 

分析岩土工程目题的灵活、实用和有效的手段，但对于涉及无限域或半无限域的问题 ，其 

应用受到一定的限制。无限元的提出和瘟用，使上述目题得到顺利解决。无限元的概念最 

早由R．ungless!~)于1973年提出，后经过了Bet 、 和 ⋯、 ⋯,tess Beer Meek Zienkiewicz 

等人的改进和发展，至今不过二十余年时问。 张楚汉 、赵崇斌 、葛修润 等人在 80 

年代对无限元的研究使其应用范围更为广泛。虽然无限元模型已具有了几种不同的形式， 

但关于三维无限元模型的研究和三维问题的无限元分析，则是近十余年内才见报道㈨。因 

此，无限元仍是一种新型的特殊单元 ，尚不成熟，有等继续研究和探讨。 

无限元的特殊性在于：(1)局部坐标系中的有限域到整体坐标系中的无限域的映射 ， 

即局部坐标 r— l耐，相应整体坐标趋向无穷大，从而实现计算范围伸向无穷远点； (2J 

无限蠛上位移衰减过程的描述，即r一 1时，位移趋向于零，从而实现无限远处位移为 

零的边界条件。 

本文提出一种三维十二节点无限元的新模型，并与文献【7】和文献[8】中的不同形式的 

三维十二节点无限元进行了比较，说明本文新模型具有明显的优越性。另外 ，本文新模型 

可方便地与精度较高和应用十分广泛的 ． 

三维六面体 20节点等参元相耦合．顺 

利进行三维无限域或半无限域岩土工程 

目题的数值分析。 

1 本文的无限元新模型 

1．1 无限元坐标映射函数 

几何变换式 ： 
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其中 为映射函数，当 }≤0时，与通常有限元相同，我们直接将其取为关于此无限元 

十二个节点的Serendipity型函数，即， 

当 f≤0时： 

N =(1／4)(1+筢 )(1 伸 )(能 研 一#一2) i=1，3，5，7 

N。=(1／4)(1+转 )(1+ 琅)(1+ ) i：9，10，1l，l2 (2) 

Nj=(1／2)(1一} )(1 ) i=2，6 

。 = 《1／2)(1+转 )(1一口 ) i=4。8 ． 

当 f>0时，我们取映射函数具有如下形式： 

N。=ⅣI(r P( ， ) i：1，3，5，7 

N =Ⅳi(f)~vP(G， ) i：9，10，1l，l2 (3) 

i=0 i=2．4，6，8 

其 }(i=l。2)中，分别为一维无限元始端节点 1和中间节点2的映射函数， 

JⅣf_一2(／(1一}) 

i=(1+ ／f — f) 

ⅣP(e， }为有限方向即 e、 方向的Serendipity型函数，因此， 

当 }>0时 

N{=一[1／2(1一})】(1+筢 )(1 )f f=l，3，5，7 

Ni=[1／4(1一f)】(1+能 )(1 】?i J(1+ ) i=9，10，̈ ，12 (3)’ 

Ni=0 i=2，4，6，8 

式中e。， 为节点 i的局部坐标值。 

1．2 无限元位移函数 

位移场函数表达式： 

(4) 

12 

” ： ∑ 
i _ I 

式中肘 为位移插值函数，其形式如下： 

M ：M (r{／r f5) 

其中 P取 ≤0时韵 N 表达式，f(r．／r)称为衰减函数。此衰减函数应满足，( ， ， 
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)：1，及，一 时，f(rl／r J一 0，以得到无限远处位移为零的边界条件。我们取： 

，(rl／rj=(r ／，J ≥ 1 (6) 

式中 。， 分别为节点 E和计算点的衰减半径。令整体坐标系的原点为衰减中心，则， 

： 丽 ， ： 

2 关于文献[7]中的三维十二节点无限元模型 

文献[7]提出如下形式的三维十二节点无限元(图 I)： 

其几何变换式的形式同(I)，但其形函数(映射函数)为， 

当 ≤0时： 

N。=(1／4)(1+转 )(1 仰 ) (娓 +仰 一 一2) i=1，3，5．7 

N．=(1／4)(1+转 )(1+ )(1一 ) i=9，10，11，12 (2) 

N__一(1／2)(1一 )(1+ ) =2，6 

N。=(1／2)(1+转)(1一矿) i=4，8 

当 >0时： 

N [一1／4(1一 )](1+筢 )(1+仰 ) 

N。=[1／4(1一 )1(1+转 )(1+仰 ) 

一 = 0
． 

其位移函数变换式与(4)式相同。 

E= 1，3，5，7 

i=9，10，11．12 

f=2，4，6，8 

我们在对三维地基进行弹塑性分析时，应用文献[7】的无限元模型与 20节点等参元相 

耦合，对该文中给出的算例进行了反复验算，发现此无限元模型存在如下两个问题： 

1)若采用 2 x 2×2高斯积分计算无限元单元剐度矩阵，则可求得节点位移及相应 

高斯点的应力，但不能求得节点的应力。 

2)若无限元单剐采用 3 x 3 x 3高斯积分计算，则在 =0的高斯点上，雅可比行列 

式的值全部为负值 ，将导致总刚非正定，不能求解。 

应用本文的新模型对文献 [7]中的算例进行计算，则不存在上述问题，若用 2 x 2 x 

2高斯积分计算无限元单剐，其节点位移和高斯点应力结果与文献 [7]中模型的结果精度 

相同，并可以方便地计算节点应力及应用 3×3×3高斯积分对无限域或半无限域问题进 

行数值分析，且具有良好的精度。同时，本文新模型 ≤0时的映射函数比文献 [7】中模 

型的对应函数低一次，形式较为简洁。 

3 关于文献[8]中的无限元模型 

文献[8]中给出如下三维 12节点无限元 ： 

几何变换式同(1)，而映射函数为 

Nj=[1／2(1一 )】(1+始 )(1 仰 )(一 一 一 一2) 

N [1／4(1一 )](1+娓 )(1 )(1+ ) 

i=1，3，5，7 

i=9，10，11，12 
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N [1／(1一f)】(1一e )(1+ ) i=2．6 

N。=【1／(1一f)】(1+始)(1一矿) i=4，8 

位移变换式为(4)式，而 。为20节点六面体等参元对应节点的形函数。 

通过算例分析，我们发现，此无限元模型对其边(伸向无穷远)中节点 9， 10， l1， 

12的整体坐标设置有较严格的要求。即这些节点的整体坐标须不小于近域边缘有限元对 

应节点整体坐标的几倍以上，才能保证在高斯点雅可比行列式的值为正及对节点位移的顺 

利求解。弓外，此无限元模型的位移函效 选择了 20节点六面体等参元对应节点形函 

数的形式，不便于灵活地描述无限域位移的分布规律及衰减过程，对下述的算例一，其节 

点位移的精确度与本文新模型的精确度相近，但对算例二，其精确度明显低于后者。 

4 算 例 

算倒一：受均布内压力的球形洞室问题 

无限域内一球形洞室．内径为2m，承受均布内压力 g=10 kPa。其材料常数 = 

2OM P8 ， ：0．167。 

由于对称．取 1／8区域，计算周格见图2。本文新模型f模型 1，取 =1)与文献【8】 

中模型(模型 2)的计算结果见图 3。 

图2 圈 3 

算例二：方形均布荷载作用下半无限地基问题 

半无限地基承受均布荷载 10 kPa．承受荷载面积 8 m ×8 m。 E=5O MPa， =O．3 

由于对称性，计算只取 1／4区域。计算网格如图4所示。对本文新模型，取衰减系数 

=2。本文新模型(模型 I)和文献【8】中模型(模型 2)的计算结果见图5。 

应用本文无限元新模型进行数值分析，不存在文献 【7】中无限元模型所出现的问题。 

并且，由上述算例可以看出，本文新模型可以方便地根据不同的问题调整位移衰减函数 

(与理论解位移函数尽量一致【7】)，以获得最理想的结果 ，而文献[8】中的模型不具备这一 

特征。通过试算算例及分析(4)、(5)、(6)式发现，无限元的周格形态(无穷边辐射角及其 

边上节点 9、 10、 II、 12对应的整体坐标)与无限元位移函数的分布规律或衰减过程密 

切相关，直接影响着解的精度，因此，应j盏当选择无限元的网格形态。 

■Sj { 8 ， 
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5 结 语 

圈 4 囤 5 

(1)在划分无限元时，映射极点须位于无限元之外，延伸至无限远的边或面宜平行或 

呈以近域对应有限元面为基本面的辐射状，且其无穷远边的反向延长线在近域有限元内不 

宜相交：(2)对于本文无限元十二节点新模型，无限元单刚采用 2 x 2 x 2高斯数值积分 

计算时，其无限远边上节点的整体坐标宜取为近域边缘对应节点坐标的4倍左右，以获得 

良好的精确度； (3)通过分析与算例比较，容易看到，无论是在性能方面，还是在精确度 

方面，本文的三维十二节点无限元新模型均具有优越性。 
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A NoveI ModeI about Three—D~menslonaI Infinite EIement 

Zhang Jianhui 

(Hebei U niversity，Baoding．071002) 

Deng A Yan Chunfeng 
(Faculty of Civil Engineering．C1tongqing Jianzhu U niveraity，400045) 

AbStract A novel model of 3D l 2．node infinite element is presented in this paper．T he 

mapping functions in the novel model are clear-cut in the concept and concise in the 

form．The problems．Which emerge in using the infinite dement model of the reference 

【7 J，dont appearin usingthe novdmode1．A comparison betweenthe novelmodel andthe 

infinite element model of the reference[8】is made by computing the examples．The results 

show that the novd modd has the advantages in performance and accuracy． 
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