
第 20卷 第 4期 
1998年 8月 

重 庆 建 筑 大 学 学 报 

J,vu~ l of clMl ng J~mzhu University 

Vd 如 No．4 

Aug 1998 

混凝土结构非线性全过程分析 中 

的迭代控制 法研 究 T 3 f 

兰查至 ．型由壁 —————————’————一——’-～ 
(重庆建筑大学建筑工程学院 400045) 

摘 要 在深入研究各粪选代控树法的基础上，针对混凝土蛄构的非线性全过程分析，在常规 

的位移和孤长控制法中引八了简单适用的考虑路径搜寻和单固干加速的方法，明显改善 了收盐 

情况。 
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混凝土是非线性材料 ，其应力 一应变关系具有上升段和下降段，同样混凝土结构的荷载 
一 位移反应曲线 (P一凸关系)通常也具有上升段和下降段。在用荷载增量法求解结构的非 

线性问题时，常规的牛顿 一拉夫逊(NR)迭代方法在邻近结构最大承载力(极值点)区域得不 

到收敛的结果，对结构反应的下降段就更是无能为力。近一、二十年来，为了获得结构的全 

过程反应，人们一直在对结构非线性全过程分析中的迭代控制算法进行研究，提出了多种不 

同的方法I】[12t[3 ，例如：压缩平衡迭代法、人工弹簧法、位移控制法和不同形式的弧长控制法 

等，其中位移控制法和弧长控制法最为有效。对于一般结构的非线性全过程 析较为有效 

的还是位移控制法和弧长控制法。经笔者实际应用表明，对于混凝土结构，由于材料和几何 

非线性特性都较显著，采用常规位移和弧长控制法的收敛效果并不太理想。为了获得混凝 

土结构的非线性全过程反应，笔者在探人研究各种迭代控制方法的基础上，对不同的迭代法 

进行了比较分析，归纳出了不同弧长法的一般迭代格式，寻找了一种把步长搜导和单因子加 

速同位移控制法和不同形式的弧长控制法相结合的方法，并将此方法应用到钢筋混凝土和 

预应力混凝土结构的非线性全过程分析中，取得了一定的效果。 

1 位移控制法的选代格式 

人们发现，引起NR方法发敬的原因是由于在迭代过程中固定荷载水平所造成的。位移 

控制法便是一种改荷载增量控制为位移增量控制的方法。用有限元法求解结构的非线性问 

题，对每次荷载增量，可建立如下的方程式。 
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[K】‘ {砒I ”=l尸J_ ‘+{驯 (1) 

式中：IK]【i )一第 —1次迭代后形成的刚度矩阵；l乩】(i)一第 i次迭代产生的位移 

增量；文‘一 第i次迭代的荷载增量系数 ；(P卜一参考外荷向量；{R】“ 一第 i一1次迭代后 

尚存不平衡力。式(1)中采用不平衡力{ }而不采用 Crisfield等人用的内部抗力形式，主要是 

为了考虑多组荷载作用和非比例加载方便。 

在式 (1)中，如果让瓠 ：常数，其余的 ‘=0，便成了常规的固定荷载水平的增量方 

程。如果 文‘不固定，就不能仅仅靠方程(1)求得问题的解，还需要附加另外的条件才行。位 

移控制法的迭代过程就是在结构的位移向量f“l中，选取某一分量 tt2作为控制变量，在每次 

荷载增量时，确定 u：的增量△ ，使其固定为 ，通过式(1)来反求荷载增量 矾‘ 

如果联合选定的分量 №和式(1)来求解，会破坏刚度矩阵的带状性和对称性，给求解带 

来很大的困难。为了不增加对总剐度矩阵重新排序的工作量，可以利用 Ba 和 Dhatt提出的 

双位移分量“J，直接用总刚度矩阵来进行计算。 

将第 i次迭代后产生的位移增量分为如下两部分(为简便，以下公式均省略了矩阵和向 

量符号)： 

= 献 ·乩“”+ c‘)／7 (2) 

乩“”=[ I1】_。P，3u(i~lf=[ 一】_。 (3) 

这样便有： A (”=△“ +乩‘‘)·霄‘ (4) 

式中 △n“ 和△Ⅱ“ 分别为第 一1次和第 i次迭代后所产生的总位移增量，如图 l所 

示；Au“ ’和△H“’分别为第 i一1次和第 i次迭代后的总位移。 i为位移修正参数，主要目 

的是为了减少迭代次数，加速收敛过程，本文后面对此将详细说明。 

对于选择的位移控制参数 u 有： 

啦=献 ·乩“”+乩“) (5) 

假设结构在上级增量下完全收敛，这时 8 i =0。让 №的第一次选代值就满足 №的控 

制增量u ，即令 8u5=Ⅱ ，由式(5)可得： ’ 

盘‘= ： (6) 

在随后的迭代过程中(i)1)，应满足 8 =O，从式(5)可得： 
． ．0 

= 。= (7) 

求得 积‘后，便可根据式(2)得到其它位移分量。如此循环，直到收敛为止。 

位移控制法中的位移控制参数，在计算中不好选取，需要事先对结构的荷载一位移反应 

有一个详细的了解 ，这就是位移控制法的局限所在。笔者在计算中发现，对结构局部变化不 

太显著的区域，位移控制法能得到较好的效果，但当结构的非线性变化显著时，如果控制位 

移选择不恰当，位移控制法往往失效。从本文后面的比较巾，也可看出这点。 

2 弧长控制法的一般迭代格式 

弧长控制法是另外一种非固定荷载水平的迭代控制方法．它通过引入一个荷载—位移 
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约束条件来实现荷载的自动增量。由于弧长制法不需要事先对结构的非线性反应特性作过 

多的了解，就能实现垒过程分析的自动控制，而且迭代效率较高，因此国外许多学者都研究 

过此法并提出了多种不同的形式⋯ 。 

弧长控制法的荷载一位移约束条件 ，从几何空间上看，可分为曲面和平面两太类c 

曲面控制的弧长法的荷载 一位移约束条件可统一为如下的一般形式。 

(△ ) jI Pl{ +口}1△ =△ (8) 

式中： P II和II△u I1分别是参考荷载向量和位移增量向量的二范数；。、I9为尺度因 

子；△2便是弧长法的弧长半径(图 1)。 

式 (8)中左边两项分别表示力的影响和位移 

的影响。 、口的不同使决定了弧长法的不同形 

式。 

(1)当 ：1、口=1时，式 (8)便成了Crisfield 

提出的等弧长的球面弧长法。此法比较直观，其约 

束面可以看成以 m点为球心，以 △f为半径的球 

面(圈 1)。由于式中包括了参考荷载向量，尺寸效 

应较为明显，收敛效果不好。 

(2)。=1、口=0，式f8)成为： 

△Ⅱ‘小’·△Ⅱcj]：Al i=1
，

2。⋯ (9) 图1 曲面弧长法示意图 

这就是 Cfiatield的柱面弧长法 。此法忽略了荷载的影响，可以理解为全方位的位移控 

制。很多研究者研究了此法，认为收敛效果明显改善。 

(3)Ra／llmPII综合了 1、2两种情况，他让。=1、口=1／ll P II ，可得： 

(△ ) +△u“ ·△Ⅱ ”=△2 i=1，2，--· (10) 

(4)为了消除尺寸效应影响，可让：。=1／A ·Au，口=1／lj P}1 ，AⅡ是第一次增量产 

生的位移增量，从而得到： 

(△ ) + △ ll ／ △ⅡlI =△f i=1，2，⋯ (11) 

上式表示的是无量纲弧长法。笔者发现，此法的收敛改善情况并不明显。 

f5)K．c．Park等人，曾提出过使用 P．G．Bergan的当前剐度参投的椭圆面弧长法，也 

就是让 =1、口=Beq 的当前刚度参数。此法的收敛改善情况也不明显。 

以上所列的都是曲面弧长法的约束条件，Riks和 Ramm等人“1I4 还提出过如下形式的平 

面弧长法。 - 

(报“ ) +( ‘) ·乩 = =1’ (12) 

融“’·duI“+(撮0) ·du =0 >1 (13) 

如果每次迭代中都更新控制平面，即把式fl3)改为： 

“一I)·乩 ·’+(撮“ ’) · =0 >1 (14) 

这样便成了更新的平面弧长法。有 了，式(8) (14)的荷载 一位移约束条件，便可根据方 

程(1)求得非线性问题的解和位移控制法类似，如果约束条件和方程(1)同时求解，也将破坏 

刚度矩阵的对称性和带状性，使得求解非常困难。因此，同样需要将第 f次迭代后产生的位 

移增量分为式(2)所示的两部分。 
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曲面控制的弧长法的荷载增量系数 的求法根据具体的荷载一位移约束条件有所不 

同。下面就柱面弧长法式(9)加以说明。 

当 E> 时，将式(3)代人式(9)，注意到(△ (一 ) ．△n{j__1：Al ，并记： 

乩‘Ⅲ=§。， 乩 Ⅲ= 。， = a ·氖， ={△ ‘‘ ) · 。+ 

(13： +2(△M(一一I’)r墨 

便可得到如下的一元二次方程。 

aI·(飒 ) +2a2· + 0 (15 J 

上式一般会有两个实根，可选择使 △u“ 和 △ “ 所成“夹角”最小的那个解作为 瓤 。 

当 ：l时，从式(9)可得：(△M(-’)r·△f(Il：(积⋯)2·禹· 。，故： 
A 

矾【】】=±—{ = (16) 

、， · 

上式中 赫“’取正代表加载，取负表示卸载。瓤“ 的正负号可根据刚度矩阵行列式的正 

负号或当前刚度参数进行判断。 

平面弧长法可根据式 (12)、(13)、(14)直接求得荷载增量系数，避免了求解一元二次方 

程和根的选取，从这个意义上讲，平面弧长法比曲面弧长法要简单好用，但它的收敛速度比 

曲面弧长法要慢，在极值点附近也可能得不到收敛的结果。 
一 旦荷载增量系数 由荷载 一位移约束条件求得，便可利用式 (2)～(4)求解位移增 

量。如果不满足收敛条件，则再进行迭代(见图 1)，直到满足收敛条件为止，这在圈 l上可看 

成是到达了m+l点。结构反应从 m点到 m+l点便完成了一次增量过程。 

3 路径搜寻和单因子加速 

采用一般的位移法或弧长法进行计算时，在靠近极值点的区域 ，当结构非线性变化显著 

时(例如馄凝土结构)，也有可能得不到收敛的结果(或收敛很慢)，这时就需要进行迭代路径 

搜寻。另外，我们还可以在每一次迭代开始时，用一个加速因子来减少路径搜寻瑰数，达到 

加速收敛的效果。本文在文献【5l的基础上，针对位移控制法和弧长控制法，提出如下简单实 

用的路径搜寻和单因子加速方法 

3．1 路径搜寻 

在通常情况下，式 (4)中的 都被假设等于 l，但为了减少造代次数 ，我们可以选择一 

合理的 (大于或小于 1)，对位移增量乩“ 进行优化，使得此迭代取得最佳效果，这就是路 

径搜寻的思想。 

当迭代收敛时，结构的不平衡力 一趋于f0】，内积 ：R 积一也将趋于 0。因而从理论上 

讲，进行迭代路径搜寻的目的就是寻找最优 目‘使得 s‘等于O，要严格满足这一要求在实际 

计算中是困难的，可用下面的近似条件来代替 

I S j≤ I S 。I (17) 
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式中：s ——第 次迭代，第 次路径搜寻的内积； 

s 。——第 —1次迭代后尚存不平衡力和 跗 的内积； 
— — 优化因子， ‘最优时 =0，在普通迭代过程中，取 =0．8就可得到满意的 

效果 。 

对于位移控制法和平面弧长法，从式 (6)、(7)、(12)、(13)和(14)可以看出，每次迭代的 

荷载增量系数 懿 与位移修正系数 无关，因此在路径搜寻过程中，荷载增量系数 懿‘不用 

改变，这与固定荷载水平的迭代法类似。第 次迭代第 次路径搜寻后，如果内积 s 仍不 

满足式(17)，那么第 +1次路径搜寻值可直接用式(18)进行插值计算。 
C‘．O 

‘
=  (18) 

而对于曲面弧长法，例如柱面弧长法，从式(15)可看出，荷载增量 懿j与 ‘有关， 的 

改变将导致 懿 的变化，从而使得位移增量 懿-和内积 = 献‘也跟着改变，因此在曲面弧 

长法中使用路径搜寻的关键是如何联台求解 赧·和 ‘。另外，在求解 懿 和 ‘的过程中， 

的改变也将会使不平衡力 R 随着改变，如果要严格计算每一步的不平衡力，其工作量是 

相当大的。为了减少计算工-作量，经笔者试验，在路径搜寻过程中可按下式近似计算不平衡 

力。 

R‘·i=R 。。+懿 ·P一懿‘- I1-P (19) 

对曲面弧长法，一般采用试算法来进行迭代路径搜寻。不同曲面弧长法的路径搜寻方 

法基本相同，以柱面弧长法为铡，笔者建议按下列步骤进行迭代路径搜寻。 

(1)用下面两式求得 S 。和 S 

s ，。=(a+懿 · 。) -( ·。+懿-- )，懿frJ：(蘸+懿 · ) ·R--i (20) 

(2)用式(18)插值计算 ，用式(15)求得新的 懿frJ“ 

{3)用新的 猷 重新计算以上第 (1)步和第 (2)步，直到 和 懿 没有明显的变化为 

止。 

通过迭代路径搜寻，用较少的附加计算工作量就可加速迭代的收敛过程，特别是当结构 

的非线性反应明显时，更是如此。 

3．2 单因子加速 

在式 (4)中，为加速迭代收敛过程，采用位移修正系数来增加或缩小每次迭代产生的位 

移增量，这种方法就是单因子加速。在没有使用迭代路径搜寻前，单因子加速常具有盲 目 

性，加速因子不好选取，加速效果往往不明显 

根据路径搜寻的思想，我们可仿造式(18)来构造第 次迭代的加速因子 

C． 

= (21) 

式中＆代表第 i一2次迭代后尚存不平衡力和 止一 的内积，S代表第 i一1次迭代后 

尚存不平衡力和8 的内积 ， 是第 i一1次迭代时的加速因子。 

经笔者实际应用发现，把单因子加速和路径搜寻结合起来，将会减少搜寻次数，加速收 

敛过程，起到事半功倍的作用。两者结合的方法一般都是让路径搜寻的第一次试验值 fll 
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直接等于 ，这样就会使第 次迭代在第一次路径搜寻时就得到满意的结果。 

4 、收敛 效果 比较 

对于馄凝土结构非线性垒过程分析，不同迭代方法的收敛效果不同，下面以一算例来具 

体说明。 

图2表示文献 [8】中预应力框架YK— 

B一1的水平力 P和水平力加载点处水平侧 

移△的关系。为了比较，在求解过程中采取 

了一般NR方法、位移控制法、平面弧长法、 

柱面弧长法和无量纲弧长法等多种迭代方 

法．在位移控制法和各种弧长控制法中根据 

考不考虑路径搜寻和单因子加速又分为两 

种情况，附表是各种方法的收敛情况 弧长 

控制法所取水平荷载 尸的参考荷载向量大 

小为 1O kN。 

圈2中P一△曲线上A点以前，非线性 
反应不明显，采用固定荷载的常规 NR方法 囤2 YK—B的P一△关系曲线 

经过一两次迭代就可得到收敛结果。结构反应经过 A点后，非线性变化已较明显，但在 B点 

前采用常规 NR方法仍可收敛，只是收敛速度减慢，而弧长法的收敛速度没有较大改变。经 

过 点后，常规 NR方法的收敛速度越来越慢，已不可能得到 c点之后的反应曲线。在 C点 

之前，不同弧长法的收敛效果基本相同。如不采用路径搜寻等迭代加速方法，平面弧长法在 

极值点附近将不收敛，曲面式的弧长法的收敛速度也很慢。从附表可以看出，在结构反应从 

c点到 点之间，采用路径搜寻和单因子加速明显减少了迭代次数 就此例而言，柱面弧长 

法和无量纲弧长法的效果要好于平面弧长法。对于位移控制法，选择水平力加载点处的水 

平例移为控制位移，如控制位移增量取为 0．05 ，。在 c点前收敛情况 较良好，但在极值 

点附近却得不到收敛的结果。只有当位移控制增量减少到 0．o1~：111后，才得到了收敛的结 

果，但是这样就造成增量次数较多，使得通过峰值点的时间较长。附表中位移控制法对应数 

据在 c点以后是控制值为0．O1 c皿的结果。 

附表 不同这代方渣收敛情况 单位；班 

P一△曲 常 规 NR方 法 位移控制法 平面弧长法 柱面弧长法 无量蛔弧长法 

线上位置 (固定荷载水平) 不加建 加速 不加速 加速 不加速 加速 不加速 加速 

之前 ≤3 ≤3 ≤2 ≤3 ≤2 《3 ≤2 《3 ≤2 

附近 《5 ≤4 《2 《3 《2 ≤3 《2 《3 ≤2 

C附近 ≤15 ≤8 ≤4 ≤8 ≤4 ≤6 ≤3 ≤6 《3 

D附近 不收敛 ≤16 ≤12 不收敛 ≤18 ≤20 ≤f1 《l9 《11 

● 附近 不收敛 ≤I4 ≤】O ≤l7 《12 《l4 ≤9 ≤I4 《9 

笔者还针对不同问题进行过较多的算例计算，结果和以上分析都基本吻合。 
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5 结 语 

(1)在混凝土结构的非线性全过程分析中，固定荷载水平的NR方法已失效，需要采用 

位移控制和弧长控制方法来进行迭代计算。一般来说，弧长控制法的收敛性能较好。在弧长 

法中，曲面形式的弧长法的收敛效果又要好于平面弧长法，但由于后者比较简单．和常规NR 

方法相比所增计算工作量也不大，因此在分析中可考虑首先使用。 

(2)在常规位移控制法和弧长控制法中，采用本文建议的简化路径搜寻和单园子加速 

方法会明显减少迭代次数和加速收敛过程。 

(3)在混凝土结构非线性全过程分析中，如果采用单一的一种迭代控制方法．即使是 

某种形式的弧长控制法，收敛效果有时也会极慢或根本不收敛。因此，在混凝土结构的非线 

性全过程分析中，除考虑迭代加速外，还应联合不同的迭代控制法进行迭代计算。 
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Study on the lterative Methods in the Nonlinear Full—Range 

Analysis of Concrete Structures 

Wang Zhijun Liu Nanke 
(Faeuhy 0f Civil Er唔i I．g，Chong~．g Jiandau urⅡve j母，4ooo45) 

Abstract Based∞ the exttmsive study ofvariousiterafivemethods．a simple but pracScslway ofthe 

iterative route search and acceleration is introduced into the noml~ displacement and a∞ 一length 

methodstofitthe nonlinearfull—range analysis of co枷 Ie structure~，by whichthe cmLv既 mce of 

itemfion is much improved． 
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