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钢框架弹塑性大位移分析的单元刚度矩阵 

刁 徐伟良 
重庆建筑大学建筑工程学院 400045 

潘立本 下 f 
(扬 函 院) 

摘 要 根据框架姑构的塑性故形成机理，将侍坑的粱柱法与有限单元法相蛄告，建立了粱柱 

简化塑性区单元模式的弹塑性大住移增量刖度矩障。它比较奎面地考虑了轴力的P一 效应、姑 

构大住移、轴力对轩件截面板限弯矩的影响、残奈应力、横截面刚度退化和塑性区长度等几何和 

材料非线性因素的影响，可用于铜框架姑构的弹塑性大位移分析。通过采用不同材料的穹矩一曲 

率关系．谊单元刚度矩阵还可吐推广应用于辋筋混凝土框架姑构的双重非线性分析。 本文的成 

果把 c．0raT1【l 0和 M．F Gib嘣吼 的工作推进了一步 

关键词 兰兰兰， 兰兰· ，兰苎兰 固铲 勺 
中图法分类号 TU埘 ．5 

有限单元法是耀决大型复杂结构分析计算问题的有效数值方法，但将非线性有限元理 

论应用于钢框架结构的非我性分析，应以正确合理的非线性分析单元模式为基础．若单元模 

式选择不当，就会导致错误的结果。因此．在进行钢框架非线性分析时，最关键的工作就是 

建立结构杆件的非线性单元模式及其刚度矩阵。 

钢框架结构在荷载作用下，由于工程材料本构关系的非线性、粱柱节点连接区域的非线 

性以及框架结构本身变形引起的几何非线性效应等因素的影响，使结构整体、结构构件、结 

构连接区域和构件截面对荷载的反应呈现既是几何非线性又是材料非线性状态 ，并由此引 

起结构的塑性变形和内力重分布现象。当前，关于钢框架非线性分析的研究仍是国内外学 

者所关注的热门课题【]I 

本文根据框架结构在加载试验中表现出来的塑性铰形成机理，应用泛函的最小势能原 

理，将传统的粱柱理论与非线性有限单元法相结合，就本文的梁柱简化塑性区单元模式．推 

导了修正拉格朗日列式的弹塑性大位移增量刚度矩阵。它比较全面地考虑了轴力的 P一 

△效应、结构大位移、轴力对杆件截面极限弯矩的影响、残余应力、横截面刚度退化和塑性 

区长度等几何和材料非线性因素的影响，可用于钢框架结构的弹塑性大位移分析。 

l 基本假定 

1)整个结构具有大位移、大转角，但应变很小，即每个单元的伸长和相对转角都很小 
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2)杆件的塑性变形仅发生在杆端附近的局部区域，塑性铰只在杆端出现； 

3)横截面刚度的退化是线性的； 

4)不考虑塑性铰处的卸载现象； 

5)楼板平面刚度无限大，并有足够的构造措施使杆件不发生局部屈曲和平面外屈曲； 

6)杆件剪切变形的影响忽略不计。 
- 

～  

一  

l 

2 平面杆系大变形分析中的单元刚度方程 

几何非线性问题主要是指大位移大应变或大位移小应变引起的非线性，它涉及应变 一 

位移的非线性几何关系和依赖于变形的平衡方程等问题。在此，统称这两种情况为大变形 

问题。 

在结构有限元分析中，变分法可以为建 

立结构体系的控制平衡方程提供一个较为 

容易的方法。因为可以把杆件(单元)位移作 

为未知函数，体系的标量泛函就是结构总势 

能 Ⅱ，而未知函数 “的解对应于 Ⅱ的极小 

值 ，这就是变分原理 的最小势能原理形 

式。 

囹 1所示为一发生大位移的梁柱单元， 

设以仙 和 表示杆件在变形前和变形 

一 
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a U
= [删 ⋯ =( 】 

这即是欧拉坐标系中的粱柱单元刚度方程。 

式中，【蒯 为欧位坐标系中的切线剐度矩阵，其元素为： 

髓 =面a2 u 

注意到： 

a
_ _

uu
一  ．

皿  
a 一 qt 

故可得拉格朗日坐标系中的单元刚度矩阵的元素： 

=糍 = -等· + ·纛  
和 暑毒的结果可直接由式(1)～(3)的求导运算得到： 

【 】= 

n m  
一  

n m 
一  

一号 o 
0孚 半 1 

0 Jn n 0 

式中，n=sin9，m=cos0， =【(№一 +工) +(吮一仇) 】{。 

f 
ql a~y

1
J =
f 
q~

亚
aqj
1J=【 】_ 

[巍 】-[c】= 

6l 62 0 —6】 一62 0 

—  l 0 —62 6l 0 

0 0 0 0 

对称 6l 62 0 

— 6- 0 

O 

cl c2 0 一cl —c2 0 

m ／ 0 一cz m 0 

0 0 O O 

对称 cl c2 0 

m2／ 0 

0 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(1O) 

(12) 

矩阵[ 1和【cl均具有对称形式，其中的非零项元素为： 

；62= 一=蓦，c：= 。 
应用式(10)～(12)的结果，并注意到(6)式，可将式(9)写成： 

[墨】=[A】 【骼儿A】+ 】([B】【B】【C】) (13) 

在结构非线性问题的求解中，最基本的是增量法。若将图 1中杆件在变形前的位形 A8 

取为初始状态，则式(13)称为完全拉格朗日列式(_r0taI k raI1ge)的大位移增量剐度矩阵 但 

若将位形 AB视作杆件变形后的位形 的前一个相邻状态，则式 (13)即为修正拉格朗日 
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列式(u ed Lagr日T1ge)的大位移增量剐度矩阵。 

3 考虑 P一△效应的单元非线性刚度矩阵 

框架结构中的 P一△效应也称为轴向力二阶效应，它将降低单元弯曲刚度 考虑图2所 

示粱柱单元，设该单元的相对变形在整个加载 

过程中都很小，尽管整个结构此时已发生了太 

的位移和转角(即上述假定(1)情形)。在这前提 

下，通常的梁柱理论仍然可用来表达梁柱单元 

的内力与变形关系。由经典梁柱理论中的转角 

一 位移法 Is J即可得到二阶弹性分析的单元刚度 

方程： 

一 一 
圈2 典型粱柱单元 

式中，̂ =字， 、 称为稳定函数。当轴力Ⅳ为压力时： 
( rl 一 cos ) ( 一sir~) 

——■面- ， ——面■一 

伫 ：2—2c0s 一 n ， = 

当轴力 N为拉力时： 

(sine'一 c0s ) 

———面■一  

2—2cosh~ +~'sinh~ 

当轴力 N为零时： =1， 2=1 

4 单元二阶弹塑性增量刚度矩阵 

(sin he'一 ) 
— — —  一  

=  

(14) 

4．1 梁柱简化塑性区单元模式 
一 般说来，钢框架呈现的材料非线性响应主要可由下述一些因素引起 ： 

1)塑化效应 ，即由于工程材料非线性的本构关系，引起材料的塑性沿着杆件横截面高 

度和杆件长度方向逐渐发展的现象； 

2)多维塑性效应，即轴向力对于杆件横截面弯矩 一轴力 一曲率关系曲线和塑性极限弯 

矩的影响； 

3)杆件残余应力和初始几何缺陷； 

4)连接区域中半刚度连接的非线性变形； 

O O — 

却 0 

0  
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5)杆件屈服面的弹性卸载。 

为了考虑上述(1) (3)方面的影响，根据本文的基本假定，提出一种用于钢框架非线性 

有限元分析的梁柱简化塑性区单元模式(图 3)。它由两类区域组成 ：位于中部的弹性区和位 

于两端的变长度弹塑性区。对于单元两 ． 

端的连接区，则可以假定为剐性连接区 

域。 ． 

在杆端力增量作用下，只要确定了 

若在杆件截面初始屈服后的 A点继续加载 (见 

图4)，则可得弯矩增量和曲率增量之间的关系式 

为： 

△舾：x△ =K(△忙+△饰) (15) 

或者 

△ f= △讳 (△ 一△体) (16) 

式中，岛 =E／．△ 、△帏分别为弹性曲率增量和塑 

性曲率增量，，称为相关系数。 

因已假定 值的退化是线性的，由文献f5】可得 

标准化切线模量 E 为： 

五=器=-一 

0 

圉 4 M 一∞关 乐曲线 

(当 M≥他 ) (171 

式中，m=瓦M
， =  ，

蜱 =(1-n)蝇， ：(1- )蜱，n=瓦N
， 而 蜂 为截面初始屈服 

弯矩，峰为截面塑性极限弯矩， 为屈服轴力。若引入刚度影响系数s=惫= =参，则 

有：，=可 =盘 。 。 
当简捷地考虑残余应力影响时 ，只须取 0．9(1—1．25n)鹄 。 

若要考虑轴向力对杆件截面塑性极限弯矩的影响，则对于绕强轴弯曲，由文献【6】可采 

用如下 的霉 用肯 释 ． 

：晖 
等 ts(1-鼍)≤t (Ⅳ≤0．15 时) 

(N>0．15札时) 

(18) 

(19) 

式中． 为考虑轴向力影响的截面塑性极限弯矩。 

4．3 塑性区长度和塑性变形影响 系数 

设杆件的弯矩和曲率分布如图5所示。其中A端的弯矩值已超过屈服极根，c点为临 

界截面．Ac段为弹塑性区段。若单元内无分布荷载作用，则由Ac段脱离体的平衡条件得： 
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一  
围5 弯矩( )、曲率( )图 

(M A 苦 (∞) 一 +M ⋯ 
同理有： Z2= (21) 

式中， 表示当前轴力下的计算屈服弯矩，SN-：上 
， 

：
’L 

，z表示塑性区长度。 

令 、 分别表示^、C端的总转角，令 、 分别表示 端的弹性转角和塑性转角。 

由图 5(b)可得 ： 

= J 御 一J 伽 ={( ·一FE)={ -Z1) (22) 
因此有 ： 

△日 ≈-}(△ ·zI) (23) 

对于曲率沿弹塑性区段为任意曲线分布的情况，当计算曲边三角形的面积时，可用 n代以 

系数 1／2，这样有 ： 

△ ：i1(a·,Ix品)： ·△昂 (24) 

式中，y称为塑性变形影响系数，比例系数 a的具体值取决于△妒在弹塑性医上的分布情 

况：直线、二次曲线、三次曲线等。 、 

4．4 单元二阶弹塑性增量刚度矩阵的推导 

由式(16)和(24)可得： 

△％ = 岛 (△ 一,Ix ) (25) 

△肘 = 岛 (△品一△％) (26) 

对于等截面直杆，可由式(14)得到梁柱单元仅当杆端产生增量转角情况下的二阶弹性剐度 

矩阵的增量表达式为： 

△肘 ： (4 l△ +2忙△ ) (27) 

△ ： (2忙△ +4 l△％) (28) 

令式(25)、(26)和式(27)、(28)分别相等，并求解由此得到的联立方程组，可得： 
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=  警 

衄=土 葛 瑞 

(29) 

{3Oj 

~-llBN J；=丁 ，J；=T ，再令 = ， = 1
，将上两式代人式(25)和(26)，即可得： 

=譬(D1△巩+DzAO~) ． (31) 
=譬(D △ +D3△靠) t 32) 

式中， 

一  【! = 2(!= 2磐± 5§j — 丽 甫 而 

：  ， ：
剑  = 

若考虑单元的轴向变形 。则式(31)和(32)可写成如下的矩阵形式： 

=

譬 D1 D2 0 D
2 D， 0 

0 0 4- 

4岛 Bl 

— D 

巩 ㈢ ㈣ 
式 (33)中的 【 J。即为图 3所示梁柱简化塑性区单元模式在欧拉坐标系中的二阶弹塑性增 

量刚度矩阵。 ． 

5 钢框架弹塑性大位移分析的单元刚度矩阵 

这里将应用前述关于平面杆系太变形分析中的有关公式，并以式 (33)为基础，建立钢 

框架弹塑性大位移分析的单元增量刚度矩阵。 

设图 l所示典型梁柱单元为发生大位移的简化塑性区单元 (参见图 3)，囹中的各符号 

仍如前所定义 

显然，由式(13)可得： 

【Krl =[A】 [ ]。【A]+【△飓 AM． AN]([B】【B]【c】) (34) 

将式(1o)、(11)和(12)代入上式，令 ：了EJ
， ：̂：华并取 ：￡，则可得： 

[目】 = 1 

对称 口3 一d日 

d lO 

式中， dl=【n2(皿 + )+m2,1． 1冠一2 (A尬 +△％ )4-n2ANL 

f35) 

却 咖 鼬 却 

乱 m 如 

一 一 一 

叭 眈 叭 叭 

一 一 一 

幽 ‰ 

却 m 

d 
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Ⅱ：=【̂ 一( + )]，枷 +( 一n )(△眦 4-△喝 )一nmANL 

硼=【 ( 4- )4-n2A 】 4-2rim(△池 +△ )+ ANL 

Ⅱ4= 一nD4RL a5=mD,RL 6=D L 

口7： 一nD~RL 。s=mD~RL 伽 =D2RU 

=  RLz =Dl 4- = + 

n：s"mO： m ：cosO：坠  

= 【(ttz— +L) +( 一 )。】 L：( +，) 

=tg ( ) 
上式即为修正拉格朗日坐标系中梁柱简化塑性区单元弹塑性大位移增量刚度矩阵，可用于 

钢框架的弹塑性大位移分析。 

在修正拉格朗日列式中，每个单元的局部参考状态均为上次算得的位形．因此．单元剐 

度矩阵式 (55)是建立在上一级荷载末时刻的局部坐标系上．必须将它们转换到整体坐标系 

后才能组装成结构总体剐度矩阵。 

6 结 语 

本文建立的梁柱简化塑性区单元弹塑性大位移增量刚度矩阵，比较全面地考虑了轴力 

的P- ha效应、结构大位移、轴力对杆件截面极限弯矩的影响、残余应力、横截面剐度退 

化和塑性区长度等几何和材料非线性因素的影响，可用于钢框架结构的弹塑性大位移分 

析。本文的成果把 C．Oran和M．F．Giberson等人的工作推进了一步。 
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traditional beara-columnmethod thfinite elenmntmethod．an increment sfiffmessmatrixof tIleaim- 

plified plastic-zone beara-column eleraem model is derived in this paper．The gt赶il1啷 matrix．which has 
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force，residul stress，degradation ofem ss-sectionaltangent stiffness and plasticⅫ el Onthe ele- 

mc13．t stiffness． can be applied to pedorm large-displacement elastic-plastic analysis of steel{l'alne 

slnlctures By using the appropriate Ulelllent-~urvaturc reladeoship of the melnb口 section the el~nent 

s 曲ess眦  ix can expandedto perform geometrical andmaterial nonlinear analysisof reinforced c0r}- 
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