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线性强 化材料索网结构的变分解法 

贾乃文 张润 钟 景 ； ?、。 重 圭 壅塑垦 钟 景 ’ 

摘 要 对线性强化材料的单索厦索网姑构椎导出变形协调方程与应变能表达式．井用最小 

势能原理求解索网蛄构的变形厦水平张力。 
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设有一单索，其微段 ds如图 1所示。初始状态索中张力为 N o，水平分量为 Hq；在受荷 

载 q作用下，索中张力为Ⅳ，水平分量为 H，它们都是坐标 的函数。如果用 Ⅱ表示索中任 
一 点 A 的水平位移，具有 d 的水平微段在受 

荷作用时的水平伸长为： 

(u+ )一u： (1) 

如果用 表示索中该点处弧长曲线的切线 

与 轴夹角，那么徽索段 ds在受荷时的总伸长 

Ads表示为 困1悬索微段ds 

Ads=sec0。‘ +(see0一sec )d 

线性强化材料的应力 一应变关系如图 2所示，其公式为 

l詈 ≤ ) lE ⋯  

I + d。) 【—i『_“ J 

假设索的初始状态是弹性范围，初始状态索段长为 d 

受荷之后索段长为 ds，利用(3)式表达强化范围ds。则有 

d =
』
EA 【等E一且EA+(j|．E E (4) s0 一 +Ⅳo d一 ’ 一 I 、’ 

式中A为索的截面积。 

又考虑到： 

N0=HDsec 

N ：H sec0 

在小挠度变形条件下 ，近似地有 sec口 sec 。，从(5)式可以写出 
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+d 

+dⅣ 

(2) 

困2 线性强化 一￡ 

(5) 
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N HsecOo (6J 

将(5)、(6)式代人(4)式．计人 d = s∞岛，得 

△a 一dso= 撬 [ 一 血+(古一 (7) 
将(2)与(7)式比较．得出 

一岛。}+(．ec8一secSo) + +(古一 ) ：—EA丛+H业e secOo(8) 

经整理得出鲁，然后对全部索长积分．设索水平长为z。并 ：0， ：z处索支承无水平位移． 
则有 

日J： 凰 E+胁sec ~H。 ．+ 

J：(古一击)兹 =J：(一 一一0e)~sed (9) 
(9)式表示了索的变形协调条件。是本文推导的关于线性强化材料索的协调方程，在利用变 

分法求索网结构时妥利用这一方程。 

图3表示在弹性范圈的徽索段 。 其应变能增量为 ，在受荷达到强化阶段时．索长与张力的关系。 

dU： (ds—dse)+ (d 一d ) (10) 

式中 = ·A，表示索截面的弹性极限张力，并由此得 

一
dso=面N,- No

。
d (11) 

类似地得出 

d 一 =西E A N
一  

Nj

+(古一 ) 一Idle(12) 一d 面 【面 一面一 一 ) (12) 
圉 3 索长与张力关系 

dU=盥 鬻 
对索长积分．求出U为 

u= J。 E se~ o 一日8 J e —2(E A+ He s~Oe)̈ 

J 如2E J 0 l(EA+胁I s∞口0j 
另一方面．外力功 IV为 

：  (：一 ) 

式中：为萦的挠度．zo为索的初始挠度。 

索的总势能Ⅱ为 

Ⅱ=u一 = J 瓦者 日i J：瓦焉 丽 + 

(13) 

(14) 

(15) 
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J 2E~ (EA +He secOe) z-Zo) (16) 
由最小势能原理 n；0，可以求出索的位移与内力。 

可以证明。当变形协调方程(9)式为已知时，由上述的变分原理可以推导出单索的平衡 

方程“l 

Ⅳ ：一g (17) 

类似地可以推导出索网结构的总余能。如果令 以表示 方向单位宽索的应变能，则有 

以：』 
。

(Ⅳ G一Ⅳ 上+ 盟：五)d (18) 

其中矩形索网为2／,×站，坐标选在结构中心 

G= E s

+

ec 3~9
9eo 

~  

；砸  (19) 

五=西播 
在Y方向单位宽度上索应变能 为 

； J’．(Ⅳ G一日 + 盟 K~)dy (2o 

其中 

G= E，s
+

ee ~o 

：  ‘21) 

JI；：西怒 
以上式中的 。是 方向索在( ，y)点的切线与y轴之夹角； 是 y方向索在该点的切线与 

轴之夹角。 

综合 方向与Y方向的应变能，考虑 索罔的外力功W 
= J J g(=一z~)dxdy (22) 

得索罔结构的总势能Ⅱ为 

Ⅱ U-
．

W 

： J J 【(日 G一日 。 + 五)+(日 G一日知 +口 JI；)一q(z-卸)】d dy (23) 
在利用变分原理对索网结构进行求解，还要列出相应于任意初始垂度与初始张力的索 

网变形协调方程，其分别在 与y方向的表达为
．t 

2 ( G一‰ +o,AK,)d ： ( 一sec sec 。 (24) 

2 J (鹏一珥D + )dy=J。-J(sec —sec (25)
y 

)seegody 
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以上由(23)一(25)方程组成了索网结构变分解法的基本方程。 

利用变分法求索网结构时，首先假设出一个包含有若干持定系数的索网形状函数 

(口-，口z，⋯⋯ ， ，y)，然后由变形协调方程求得带有未知系数的日 (口。，口 ，⋯⋯ ． ，Y)和 

r口-，m，⋯⋯ ， ，y)，接着把= 及外荷载g( ，y)等代人总势能，得出相应的总势能 

Ⅱ (口。，Ⅱ ，⋯⋯ ， ，y)。然后由最小势能原理，将Ⅱ 取极值 =o(i=1，2，⋯⋯n 。得出 n 

个代数方程，解出n个待定系数。再代入 、日 、 中，便得出确定形式的：( ， )、肛、日的 

值。 

算例：设有线性强化材料组成的平面为矩形的正交索网结构， 方向长为2a，y方向 

长为26，坐标原点在中点。设初始状态索网不受外荷载作用，即翔( ，y)=0。 
．  

用变分方法求解这一索网结构，假定索网在加载后，其挠度形状为 

= r ， )；c( 一d )( 一6 ) ’． 

其中 c为持定常数。相应的变形协调方程为 

=  
(1- ) + 2 c ) 旦 盟  

日 = +(1- ) +号c 一 
式中 止、̂ 分别为单位宽索网在 、y方向截面积。 

将 = 代人总势能表达式，得 

Ⅱ =丽 {2d6 导 r+ 

筹 5C2 学 警 】+ 
n 69C4班  }硼  + 

箍 +丽 { [ 一 。 啪： 丽  12d6 l 一——i—J 。 
63C2盟  [ 

一  】+ 

c|班  }棚  + 

； 一 16 ’矿 

由最小势能原理 dn =0 

得出 

(号62[ ．止 。旦l一簧 6‘ 盟 m 

{ [ 警 酱舶； 一 =o 
经整理后得 

j25
l5

6
。

( 6‘ +。‘6 】c3 8 I-。z L- El且
。一
旦 】+ 
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口2【 一 l】- 
． 

通过上式，代人结构计算中的材料常数，几何与荷载参数等。即可解出待定常数c，从而求出 

：( ，Y)、皿、皿等。 

现设 口=10m，6=15121，止 =150 ／m， =150皿 ／珀， =1．8 kNZmM，E=170kN／ 

，E。=100 ／H ，皿0=180 kN／m，耳=180kN ，q=5 kN／ 。 

则有关于 c的方程为三次代数方程 ～ ， 

1．67×ld’，+1．13×l c一5=0 

利用数值方法解三次代数方程 

c=3．69×10。 

则得出位移函数 

：( ，Y)=3．69×10 (口 一 )(62一 ) 

索网的最大垂度 

=：(0，0)=0．83m 

跨中水平张力 

且(0，0)=286 kN／m 皿(0，o)=322kN／珀 

用另外的方法如连续化方法计算同一索网结构。其最大垂度 =0．79 m，结果十分接 

近。 
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VariationaI Method of Network 

Structure of Linear Hardening Materials 

1 Naiwen Zhang~Ul／n／／t． 

(s lIl China 啊 d．D 日 ．Q哪 山 ，519641) 

Abgtract 1 B plier develDped out coordinate eqllB如璐 觚d equation。f B for suspension 

and network stmctm'e made ofl 1eBrlIa ni11gmat~als．Tl1即di|Iplac鲫∞ts and b0Ii咖t日l eB。f 

tI1enetwork日∞det叩niIIed b)r principle of rmnimt~n potential energy． 
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