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文章编号；1006--7329(2000)05--0001--06 

将任意多项式矩阵变换为 Smith规范形 

的通用程序及其应用‘ 
、一／ 

童明 f叔， 邓亦仁 ， 

摘要：在用现代频域法分析和设计多变量控制'袅境时，常常需要将多项式矩阵变换为 

Smith规 范 开j，这 是 一个 十分 复杂烦 璜 的计算 过程 。本文 分析 了将任 意 多项 式矩阵变换 为 

Smith规 范形的一般 步骤 ，讨 论 了编程 中的处理 方法 和技 巧 ，培 出 了将任 意 多项 式矩 阵变 

换 为 Smith规 范形 的变换 程序之 Ⅳ一S流程 图。通过 两个 变换蕊应 用 实例 ，表 明该程 序是 

正 确 的、简便 的、实 用的 ，并具 有 良好的通 用性 ，对 多变量 系统 的频城 分析 和设 计 具有 一定 

的应 用价 值 。 

关键词：兰翌查堑睦 型生丝堇 }墨丛塑璺鎏 翻 窄铴 
中圉分类号；TP301．6 文献标识码：A 。 

从 2O世纪60年代中期开始，以Rosenbrock和 Macfarlane为代表的一批学者开始致力于研究 

多变量控制系统的频域方法及其与状态空间方法之间的联系，他们应用多项式矩阵理论和复变量 

代数理论来分析研究多变量系统，提出了不同于状态空间方法但又与之有一定联系的多变量控制 

系统的现代颇域法。这种方法保留了古典频域法的优点，应用该法设计出的控制器与状态空间法相 

比具有结构简单、价格低廉．易于实现的优点 随着这种方法的不断发展和日益完譬，在工业中获得 

了愈来愈广 的应用 J。 

在用现代频域法分析和设计多变量控制系统时，常常需要将多项式矩阵变换为Smith规范形。 

某些专门文献给出了将多项式矩阵变换为 Smith规范形的一般步骤嘲[3]，但这是一个十分复杂繁 

琐的计算过程。为了便于用现代频域法分析和设计多变量系统，很有必要编写一个将任意多项式矩 

阵变换为Smith规范形的通用程序。 

1 多项式矩阵的表示及各元素阶次的确定 

为了表示一个 M×L的多项式矩阵A(s)，作者采用了三维数组 A(I．J， )(J一1， ；l，一1，LI 

一 0，Ⅳ)，其中 为矩阵的行数，L为矩阵的列效，Ⅳ为矩阵^0)的各阶子式中 的最高阶次t 

(，， )表示元素位置， (，，l，， )表示该元素多项式—争各阶幂 的系数。 

程序中还专门引入了二维整型敬组 N1(J．‘，)(J=1， IJ=1，工)来存放多项式矩阵 (j)中各 

元素的阶次。为了将零阶非零常数元素与零元素区别开来，程序中非零元素的实际阶次加1后再存 

放到N1(，，l，)中；而对于零元素，则令N1(，，l，)=0。换句话说，若N1(，， )一0，则表示且(j)中处 

于(，，l，)位置的元素为零元素；反之，若N1(，，l，)≠O，则且(j)中处于(，，l，)位置的元素为非零元素， 

其实际阶次n=Nl(，， )一l。在判断各元素的阶次时，从最高可能阶次Ⅳ开始，按降幂顺序进行， 

最先出现的非零系数所对应的阶次 ”，就是该元素的实际阶次，此时令N1(J，J)= 十l；若某元素 

中s的Ⅳ～0各阶幂的系数均为零，则该元素为零元素，令NI(，． )=O。每进行一次多项式乘法或 
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除法运算后均应重新检查并记录一次有关元素的阶次。 

2 多项式乘法及除法的运算子程序 

22 

2．1 多项式乘法运算子程序 

多项式乘法运算比较简单，可直接利用乘法公式。设 

( + 一1 一 + ⋯ + 1S+Ao)(B S + B一1S + ⋯ + B1S+ Bo) 

一 C + C 一1 + ⋯ + C1S+ CD (1) 

式中：z—n+m，比较(1)式两端 s同次幂的系数，可得： 

Cx一 2Aj·Bx—j(K 一 0，1，2’．．。，Z) (2) 

根据(2)式，不难编写出多项式乘法运算子程序Polymul(A，n，B，m，c)： 

Subroutine Polymul(A，n，B，m，C) 

Real A(0‘ )，B(0‘ )，C(0‘ + ) 

N 2一 n+ m 

D0 l0，K一 0，N 2 

C( )=0 

DO 20，J=0，K 

C( )=C( )+A(J)*B(K--d) 

20 Continue 

10 Continue 

END 

2．2 多项式除法运算子程序 

多项式除法在不能整除时既有商式，又有余式。若按被除式等于除式乘以商式再加余式进行计 

算，为了确定商式和余式的各项系数，需要求解( +1)维 为被除式的阶次)联立代数方程，通常 

十分麻烦。我们巧妙地应用了多项式常除法的运算步骤，同时考虑到商式的阶次应为被除式与除式 

的阶次之差，余式的阶次至少比除式的阶次低1次，若将被除式和除式按降幂顺序排列，则商式的 

各项系数可由被除式当前剩余部分的最高次系数除以除式的最高次系数得到，然后将商式的此项 

系数乘以除式的各项系数再与被除式剩余部分的相应项系数相减，求出其剩余部分，下次再按剩余 

部分的最高次系数试商，如此反复，直至剩余部分阶次低于除式阶次为止。设： 

(̂  + ^一 一 + ⋯ + 1S+ Ao)／(风 + Bm--1 + ⋯ + B1S+ Bo) ≥ ) 

的商式为： c +G一 + ⋯ +Gs+c 

余式为： D +D 一1 叫 + ⋯ +D1s+Do 

式中 

=  一  

l (3) 
≤ m— l J 

根据以上分析 ，可以方便地编写出多项式除法的运算子程序Polydlv(A， ，B，m，C，D)： 

Subroutine Polydiv(A，n，B，m，C，D) 

Real A(0 l m)，B(0‘m)，C(0 n— )，D(0 ) 

Ⅳ 2= 一m 

DO 10，1=0，n 

D(J)一A(J) 

10 Continue 
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D0 2O． 一 0，N 2 

C( )一0 

20 Continue 

D0 30， —N 2，0，一 1 

C( )一D(m+ )／B(m) 

D0 40．d=m ，0，一 1 

D( +‘，)一D( +‘，)一C( )*B ) 

40 Continue 

30 Continue 

END 

为了简化计算程序，并保留原被除式不变，在该子程序中，存放余式的数组 D是接被除式的阶 

次定维的。但运算结柬后，D( )~D(n--1)～ -一D(m)=0，即数组D中的有效元素不会超过 m个 

(0～m一1)。 

3 变换步骤及其 Ⅳ一s流程图 

任意多项式矩阵 A( )均可通过矩阵的初等变换成为 Smith规范形，其变换程序之 Ⅳ一 流程 

图如图 1所示。其中， 为变换标志，用于控制变换的流程。 、工及Ⅳ分别表示多项式矩阵A( ) 

的行数、列数及其各阶多项式子阵中 的最高阶次。R为多项式矩阵的正规秩。程序中以(j ，‘，-)表 

示主对角线之位置，并先夸 I1=J 一1，其变换步骤如下： 

1)检查 A( )(或其剩余子式)的各元素是否全为0，若全为0，或^= 且J =L，则夸Jy=1， 

并转步骤 9)}否则，转步骤 2)。 

2)在 AO)(或其剩余子式)中，寻找阶次最低的非零元素，并记下其位置( ，J。)。 

3)通过行、列交换，将位于(L，Jz)处之最低阶非零元素移动到主对角线位置(厶，J )处。 

4)用对角元素A(II，_， )除以第j 行的其他非零元素，求出其商式Q(I ，‘，)，再进行以下计算： 

A(I，‘，)一A( ，‘，)--Q(I1，_，)*A(I，J1)(j= 1～ ，J=J1+1～工)，并重新检查各元素的阶次。 

5)用对角元素A(I ，J )除以第‘，l列的其他非零元素，求出其商式Q( ，J )，再进行以下计 

算：A(I，‘，)一A( ，‘，)--Q(I，_，1)*A(I1，J)(j—j1+1～ ，J=J1～工)，并重新检查各元素的阶次。 

6)检查第j 行及第 _， 列各元素，除对角元素A(I ，‘，)外，是否全为 0，若全为0，则转步骤 7)； 

否则，夸 一2，再转步骤 2)。 

7)检查对角型子阵是否满足整除性，若满足，则夸 j +1，J 一‘， +1， 一0，并转步骤 1) 

否则，记下不能整除元素之行号L，并夸J，=3，再转步骤 8 

8)进行以下计算：A(L，‘，)一A( l，I，)+A(I2，‘，)(‘，一J1+1～工)，然后转步骤5)。 

9)将各对角元素A( ，J )多项式的各项系数分别除以其最高阶项之系数，将其变换为首 1不 

变多项式，则可获得其Smith规范形。 

通过步骤2)～5)的反复变换，可将 A( )的非零子阵变换为对角型子阵斓E过步骤 5)～8)的反 

复变换，可使对角型子阵满足整除性。 

4 应用举例 

[例 1] 
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r1 o o 

已 言 ≮： 
L0 0 1 

试将 (̂ )变换为 Smith规范形 ( )，并求出其正规秩 R。 

[解]： 

1．确定 、L Ⅳ 

M=4，L一3，A(j)的各阶子式中 的最高阶次N=4。 

2．输入A( )的非零元素，其相应的DATA语句如下： 

DATA A(1，1，0)，A(1，1，1)，A(1，1，2)，A(1，1，3)+A(1，1，4)／1．0，4*0．／ 

DATA A(2，2，0)，A(Z，2，1)，A(2，2，2)，A(2，2，3)，A(2，2，4)／Z*O．，2*1 0，0．／ 

DATA A(2，3，0)，A(2，3，1)，A(2，3，2)，A(2，3，3)，A(2，3，4)／0．，2．0，1．0，2*0．／ 

DATA A(3，3，O)，A(3，3，1)，A(3，3，2)，A(3，3，3)．A(3，3，4)／2．0，1．0，3-K"0．／ 

DATA A(4，3，0)，A(4，3，1)，A(4，3，2)，A(4，3，3)，A(4，3，4)／1．0，4*0．／ 

3．应用图1的变换程序，对A( )进行变换，其结果如下： 

R = 3 

f 0 o ] 

= f̈0 0 S。 S。4 l s+zl 
⋯  。

J 

[例 2] 

已知某多变量系统的传递函数矩阵为： 

G㈣ 一 

。 1 
．  1-二-_L l L

S一 1 S+ 2 S+ 2 J 

试求该系统的有限极点与零点 

[解]： 

为了求该系统的有极限点与零点，根据 Rosetthrock定义，需首先将 G(s)变换 为 Smith— 

McMillan规范形。为此，可先将 G(s)中各元素分母多项式的最小公因式 (s)提出，再将余下的多 

项式矩阵Ⅳ(s)变换为Smith规范形 即： 

G㈣ ： 

。 

l一 1 1 1 

【S一 1 S+ 2 S+ 2 

1 r (S+ 2)(S一 1) 1 (S一 1)。、 

一 (S+ 1)(S+ 2)(S一 1)L一 (S+ 1)(S+ 2) Sz一 1 S2— 1 

ddS)N(S) 
其中， (s)= +1))s+2)(S--1) 。 

，=[ ‘ S--1 )。) 
， S + S一 2 o s2— 2S+ 1、 

— S 一 一 2 S 一 1 S 一 1 
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糟凡有差教据 ．教组定维 

Il I-J II．J，年o 

DO ．1一 I．．M 

D0．J-J．．L 

、  

I记 鲁元蠢的骱次．并一新其量否为零元蠢 

T ＼  I元索均为零元蠢吗? F 

R． =I,--1 
-_ 1 r ＼  

R_M 寻技Ir戎量t韵事车元曩，井记下其位量 Ⅱ1．JI) 

J，_1 鼍过行、辫空薹 ．葺I位于(It．JI)位量的元蠢咎囊主对一避相厦位置 (I。，J ) 

It— M t 

用A(I1．Jl。K)试簟I：{幕J】，鼍的其它番零元蠢． 

井求出其商式 Q(I．J1．K)(IIT-+1．M) 

∞ ·I--L+ 1．~f 

D0．J-Jl，L 

A(I·J· )_A(I·J·K)--Q(I·J】·K)·A(IttJ·K) 

并重新检查鲁元蠢的阶次 

＼’l。 t F 
用 A(It·Jl·K)试鼙I：{摹 It行的其它非零元蠢· 

并求出冀商式Q(I1．J．K)(J--J．+1．L) 

D0，1--h．M 

。D0，J-Jl+I．L 

f A(I．J，K)--A(I．J。K}--Q(I1．j．K)·A{I．J1。K) 
l 并t薪擅叠备元童的阶发 

检童幕T。行夏 Jl爿鲁元蠢．腧对角绒(【I．J1)元蠢外 ·是否垒为零 · 

著掌全零． 争 J，-2 

R· ＼ Jl--L? F 

II ’检童 A(I．J．K)量吾均■t A(Ï J1．K)羹豫．当拽 RIL 

Jr_l 刊一十不■■簟者后．记下其行号L．井令J，_3． 

停止擅，l(I_I·+1．MIJ-J·+1．L) 

T — — — —～  h。37 ／  

Dp·J-Jr+1．L J h—L+l 
。DO．K-o·N l Jl-JI+l 

fA{It，J·K)·A(It·J·K)+A(Il·J·K) l J|_0 
直到 h<3 

直封 JF<0 

直到 b·1 

将非零对角元蠢A(I-．̂，K)的鲁璜丹删除以诫元蠢量膏阶疆的景最t将A(s)变为t l不变多璜式 

打印螭 

培寰 

图 I 变换程序的 一 流程图 

应用图 1的变换程序将多项式矩阵Ⅳ(s)变换为 Smith规范形s(s)，结果如下： 

s cs ：[ 。～ 0一s+ ：]=[ s+ ： 一 ：： 
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故G( )的 Smith--MeMillan规范形 (s)为 

f̂(s)一志s(s) {i而 01 1 o ( +)( +2)( 一) i 

O i o 
根据 RD brock定义可知，该系统存在 4个有限极点：1个S一 1，2个 Js一一2，1个Js=1{存在 1 

个有限零点： 一l。可以看出，该系统在 一1处存在着相同的极点和零点，而不形成对消。这是多 

变量系统不同于单变量系统的一个重要特征 

上述两个应用实例表明，本文给出的变换程序是正确的、简便的、实用的，并具有良好的通用 

性，对多变量系统的频域分析和设计具有一定的应用价值。 
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A General Program for Transforming an Arbitrary Pol ynominal 

M atrix into Smith’S Canonical Form and Its Application 

TONG M m一曲“， GENG 1 一reTl， XIN Xiao-ke 

(Faculty of Mechanical and Electrical Engineering，Chongqing Jianzhu University，400045，China) 

Abstract：To analyze and design muhivariable control system by modern frequency—domain method， 

there should be a transfermation of an arbitrary polynominal matrix into Smith’S canonical form．This 

paper discusses the treating method and technique in programming an d gives a N--S flow diagram of 

program to transform an arbitrary polynominal ma trix into Smith’S canonical form．Two transformed 

and apphed exampl∞ show，that the program is correct，simple，useful and has good sui'~abilhy．It is 

applicable tO frequency--domain analysis and design 0f mu|tivariab|e systern． 

Key words：polynominal ma trix；Smith’S canonical form；modern frequency—domain method 
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