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稳态 Navier—Stokes问 题边界积分方程 

的求积方法与外推 
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摘要：采用简单选代法解：维稳态Navier--St。kes问题的非线性边界积分方程组，速代的 

每 一 步 皆归结 于解 非齐 次 Stokes问题 的边 界积 分方 程组 ，故 可 用作 者 在[1]中提供 的 高 

精度机械求积方击和外推法得到高精度解。本方法不仅能用外推提高精度．而且省计算。 

关 键 词：Navier-St0kes问颦I边界积分程I求积方法 

中图分类号：0351．3 ‘ &献磊习i氙A 

1 导 论 

考虑平面Navier．Stokes方程的第一边值问题． 
一 山 + H·gradu+ gradp一 ， (n) (1a) 

divu一 0 (n) (1b) 

一 0 (r) (1c) 

其中P可以是多连通的，如r—rnUr．，r。和 r．是简单闭曲线，并且 P，“一1，⋯，m)被 所包围。若 

不存在，则方程(1)便是外问题}反之，为内问题。借助 Stokes方程的基本解 

f 鼬(1／ Ix一， 暑一yD 々一y,)／I yl勺／(4 ) (2) lP
i( ， )一 ( r— Y，)／(2 i —YI。) i，k一 1，2 _。 

方程(1)被转化为关于密度函数t ，岛和常数 c 的积分方程组 “] 

)一 JrU ( 一y)tl( ) + + J 抽) (z，y)dy V z∈r，k—l，2(3a) 

I t,(y)ds 一0，i一1，2 (3b) 

这里 (Ⅳ)一 一圭“， ，i一1，2 (4) 

欲使方程(3)解唯一．还应补充约束条件 

r
(y)n~(y)dsy一 0 (5) 

这里( - )是P的单位外法线向量，一旦非线性积分方程组(3)和(5)被解出，则速度向量口和压 

力户在 -鳃＼r的值由计算积分 

)一 ~fJ rU*( —y)t ) +j口Ui,(z—y)F1( )dy3+“ =l，2 (6a) 
户( )： 只 ( — ) ( )dsy 

1J r 。 一 
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得到．由于(3a)中， ( )涉及未知函数 “和它的导数，它们和密度函数关系又由(6a)相关联，故直接 

解方程(3)和(5)是很难的，文献[2]中建议用迭代法计算，每步要计算“及其导数的内点值，但以下 

引理表明，可以免去内点导数的计算 

引理1 成立 

“ 兰 一 碧d 
证明：由恒等式 

。 = 未( 圭lu~ujU j= 詈“ + ． 老 + ． “竹氅一 + + 。 
显然，由divu 0得 J =0，更由流体不穿过 r，知 z“m lr=0，导出 

l厶d 一一I∑“mmU． dx一0 (8) 

这便证得 (7)成立 

2 迭代方法 

解 Navier--Stokes方程的简单迭代法的每步是解 Stokes方程，算法如下 

线性项的Stokes方程的解已被解出，若 已得到，“ 满足 Stokes方程 

『一rag计 +gradp件‘=，一旷grad旷 (n) 
divu~“ 一 o (n) 

【旷 一“o (工1) 

设 作为(1)弃去非 

(9) 

专著[6]已证明：若广义雷诺数充分小，乃至 

d一 4Nv ll，l】 < 1 (10) 

则上述简单迭代收敛，且有误差估计 

IⅣ 一ⅣI≤ I 一口I1 (I1) 

这里有关记号意义请见[6]。 

由于选代(9)可 按上节方法转化为解边界积分方程组，故得到解 Navier—Stokes方程的算法 

如下： 

步1 解Stokes方程求出初始“。，置 一0 

步2 求密度函数 r ，f 及常数c ， ”满足边界积分方程 

“( )= J rUa( — ) ( )d如+Jafi(y)U 妇一y)dy] 
+ 《“ +

．． L“ d ，z∈r， 一1，2 (12a) 
l “( )d =0， i=1，2 (1Zb) 

~J rt7 ( )”r )dL 0 (12c) 
步3 按下面公式计算内点值 

“z ( ) 三[j ru — ) “(y)dsy+J ( )u —y)dy] 
+ + 

。 嚣 z∈ =】I2 (】3) 
步4 若 <e则迭代终止，否则置 —n+1转步2。 
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3 离散方法 

实际计算必须使用数值方法解 Stokes边界积分方程(12)，用求积公式计算(13)。解 Stokes边 

界积分方程通常用 Galerkin方法或配置法。这两种方法缺点是离散矩阵元素生成要计算反常积分 

(Galerkin方法甚至要算二重反常积分)，由于矩阵是满阵，因此大量机时消耗在生成矩阵元素上。 

在[1]中，作者借助求积公式，给出解齐次 Stokes边界积分方程方法，证明了近似解误差有 幂的 

渐近展开，故能用h --Richardson外推提高精度阶。下面我们用此方法解 Navier—Stokes方程，为简 

单起见，设 r是单连通的光滑闭曲线(多连通情形无本质围难)，可用参数方程描述为 (s)=b． 

( )，z2( )]：[(O，2 )一r]。且l (s)l 一lz (5)l 一 1(s)] +b：( )]。>0。取步长h=2~r／m 一 ， 
= 0，⋯， —l 由于(12a)和(1 3)关于 0上积分计算需要回避奇点。我们假定有两套求积公式 

lvj 

i F(y)dy— z4F( )一o(h )， k一0，l (14) 
JⅡ t=1 

且两套求积公式的基点无一相同，则可据以下步骤求解： 

步l 置 “ ( )=0， l，2； —l，⋯，Ⅳo， =0 

步2 置n~M(mod2)，据(12a)求离散方程的右端项 
2 z 

g ( )一 “ ( )一 z z (AM)U ( — A )一 z z (A )u ( 一 A ) 
⋯ 1J 』·J— lf— L 

一 0，⋯ ， 一 l； r— l，2 (15) 
’ 

这里 一 1(sD，z1( )]，U,i． 一 U ， 
oyi 

步3 解2m+34"未知数的线性方程组 

1 0 ， 1 

0 l 2 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

f 

f 

f 

g1搠 

g2 

0 

0 

O 

(16) 

这里 A ， om， 和 是 阶方阵，块结构矩阵意义及生成方法见[1] 

步4 置 +1=T(mod2)，据(3a)用求积公式计算 “ (A )， —l，⋯，NT，如下 
2 一1 Ⅳ 

“ 十1(A ) z{h zU,k(Ar一 )r (r)+ z (Af)U (AT一  ̂)}+ 
⋯ ～  ⋯  

z 

+ z
．

z “ (A )“ (AY)Ukj (Ar—A ) k=l，2 (17) 

步5 若 

1 ■ 2 

l “(A )一 (̂ )l≤ e 

则迭代终止，否则置 ”一 +l转步2。 

也可使用一套求积公式，但奇点的权要按乘积积分法则(Product rule)算。 
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Quadrature Methods and Their Extrapol ations for Sol ving 

Boundary Integral Equations of Steady Navier—Stokes Probl ems 

工 Tao 

(Institute of Mathematics，Cichuan University．Chengdu，610041 China) 

Abstract：This paper presents an iteration method of solving non—linear boundary integral equations 

(B1E)of the plane Navier Stokes problem，which each step of the iteration is to solve a linear BIE of 

nonhomogeneous Stokes problem．Using the quadrature methods of Ea3，we give a new algorithm 

with a high order accuracy．The algorithm not only saves work，but also the accuracy can be improved 

by Richardson extrapolation． 

Key words：Navier-Stokes problem；boundary integral equation+quadrature mehtod 
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Numerical Anal ysis of Viscous Fl uid Fl ow past a 

Circular Cylinder near a PIane with Boundary Element M ethod 

LIN Chang—sheng 

(Department of Physics．Inner Mongolia Teachers’College for Nationalities，Tca~gliao 028043，China) 

Abstract：The boundary element method was used for incompressible viscous fluid flow past a circular 

cylinder near a plane．The various phases of the flow pasaing the cylinder are studied numericalIy with 

different g／d．The numerical simulation of velocity fields is in good agreement with Davis’theoretical 

results and Taneda’5 experiraents．In particular，the distributive curves of the surface foroe and the 

pressure on the circular cyI．mder were calculated numerically． 

Keywords：low—Reynolds-numberI incompressible viscous fluid flow；flow past a cylinder；boandary 

element methnd  
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