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分析地下工程问题 

唐寿高， 曹志远 
(同济大学 工程力学与技术系 固体力学教育部重点实验室．上海 200092) 

摘要：提出一种简单直接的耦合方法，即 g 的无 解与有限元耦台来求解 
无限平 面 问题 。地 下工程算倒 表 明 ，本方法正确反映 了凡 工边界 外无 限域 对边界 内结构 的 

弹 ,D-效 应 。 
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用有限元分析无限域力学问题，常用的方法是取一足够大的人工边界，忽略该人工边界以外区 

域的弹性性质，而仅对人工边界内部区域进行有限元网格划分并将人工边界作为固定边界条件来 

处理。为了提高精度，可采用边界元与有限元耦合法求解0]。本文提出一种更为简单直接的耦合方 

法，即将该人工边界以外的区域看成一含空洞的弹性无限平面问题，设该人工边界(即空洞边界)上 

分布有m个结点(与内部区域有限单元在该人工边界上的结点相一致)，通过分析该无限域空洞边 

界上的奇异解，求得含空洞无限平面关于洞边m个结点的刚度阵，再将此刚度阵的元素叠加到人 

工边界内结构有限元总刚度阵中相应位置上去，然后接一般有限元法求解。计算表明，本方法正确 

反映了人工边界外无限域对边界内结构的弹性效应，改进了纯有限元法分析此类问题因人工边界 

而带来的误差。 

1 含空洞无限平面奇异解 

应用数学弹性力学理论，可得含有单空洞的无限平面奇异解为 ： 

0， )一一 (1+ 口)／(8 )( 4-iY)ln＆ 一 )+ ( ， ) (1) 

＆，zp)一 1／(8 )[(3— 4v)( — iY)ln(z一 )+ (1+ 口)( + iY) I(z一 )]+ (2，三 ) 

其中却为洞边荷载作用点(源点)，仲( ， )和 (z，毛)是关于渝边(为满足该边边界条件)的映射 

函数，不难求得为： 

(2，# )=一 A in(2 一 2)+ Ajl般 

(2， )一一 A{in( 一 )+ lnz一 (3一 v)R 一 R ／Cz(z 一 z)3) (2) 

式中A一(X+ )／(8 )。 

2 含空洞无限平面刚度阵 

在源点 作用单位集中，在场点z产生的位移可用上述奇异解表示为 
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一 Re[(3 4v) ￡，z )一 ( ． )一 ( ， ))／2G 

一 一 Im[(3— 4 j髀(2，2 )一 (2， )一 咖 ， )]／2G (3) 

式中( ) 为关于场点的导数；G为材料剪切模量；下标 表示源点力的作用方向，等于l表示 一1- 

y一0，等于2表示X一0，Y一1。 

若在洞边布置 个边界结电．这些结电与洞内结构有限元相应结点重合。由结构力学中柔度阵 

的定义，可由式(3)求得含空洞无限平面结构的总柔度阵各元素，并集成总柔度阵为 

式中[品 ]为2×2子阵，即 

其元素可由式(3)求得 

[R．] 

Rl2 ⋯ R 

R22 ⋯ R2 

R。 ⋯ R 

r]】一  l'r12一 “2，r2]一  l，r22一 u2 

对式(4)求逆，即得相应的刚度阵为 

[ 。] x 一 CR)一 

式中[ ]仍为2×2子阵。式(6)即为含空洞无限平面关于洞边结点的刚度矩阵。 

3 奇异解与有限元耦合方法 

(6) 

设一圆域半径为 r同上述空洞半径。对圆域结构进行二维有限元网格划分后(设共有， 个结 

点)，得到总刚度阵为 

[ ] ×2 (7) 

式(6)中空洞边结点是顺时针向按顺序编码，而式(7)关于有限元结点编号是按有限元离散结构整 

体考虑的。后者在圆域边界上的结点号与前者的洞边结点编码一一对应，按这种对应关系可将式 

(6)中的刚度元素逐一叠加到有限元总刚度阵(7)中去，然后按常规有限元处理。 

本方法的特点是较精确地反映了人工边界外无限域对内部区域的影响，并且不增加有限元计 

算工作量。耦台求解的程序仅需对有限元程序略作修改即可得到 具体是在有限元形成总刚度阵的 

执行语句后面插入一判别句(即是否耦台求解)然后插入一调用做上述关于含空洞无限平面问题工 

作的子程序语句，该子程序单独编制，与有限元程序无关 

4 地下洞室岩土损伤力学问题算例 

现以地下洞室岩土损伤力学问题为例来给出本文方法的应用。 

4．1 岩土损伤力学模型 

考虑到岩石材料的各向异性特性，其损伤张量可定义为 

一D=』一重星 (8) 

式中』，重和 分别为单位张量，岩石损伤状态张量和无损状态弹性系数张量。对于二维问题，如将 

破碎带介质中的碎块视为颗粒并且排列为规则类，则有两组裂隙，其损伤张量为 
2 1 

D=暑寺(Ⅳ．1Ⅳ L1 )“。(堡@丑) (9) 

一 

× 

、 映 
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式中 为第 组裂隙面洼向单能矢量： 为第i组裂隙的间距；工．．、L． 分别是第i组裂隙在节理的两 

个面 t-_所有迹线的平均长度，N．．和N 则是该两个面上的迹线数，它们均可查表获得[4J。 

具体计算时，先由岩土损伤材料的物理常数及损伤特征由(9)式求的损伤张量，再根据ttt-1．的 

E 一 

0 0 

z n。 一l +2 o l no) 
L 2 J 

式中 和 为拉梅常数。然后用(9)式即可求得岩土损伤状态下的弹性张量。 

图1示为地下洞室岩土损伤力学问题，岩土颗粒体半径 R=0．1m且密度为2500kg／m ，泊松比 

『1·38 0·462 0 1 

重=eL-旦) =l 0．462 2．4 0 l×10 kgf／em 
l o o o．462J 

取半径为r一5a的人工边界内圆域作为有限元损伤区域，圆域 

外则为含空洞无限域。考虑对称性后在半个圆域内划分了2,96个 

三角形三结点单元，在半圆域边上有15个结点。表1给出了分别 

用有限元和本文耦合方法所求得的应力分量。结果比较可见，由 

于考虑了无限域的弹性性质，本文方法在洞室近处求得应力分 

量比纯有限元所得结果为小，乃十分合理。表2给出的位移分量 

本文方法结果略大，又是在意料之中的，从而证明了本文耦合方 

法是有效而可行的。 
图1 地下洞室岩土损伤力学问题 

表1 岩土损伤分析的本文耦合解与纯有限元结果比较 

表2 本文耦台解与纯有限元解在对称面上的竖向位移比较(1O Ⅳ) 
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A M ethod Coupl ing FEM and Singul ar Sol ution of 

Infinite Plane with a Hole for Underground Engineering 

TANG Shou—gao， CAO Zhi-yuan 
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MOE，Tongji University，Shanghai 200092) 

Abstract In this paper，a simpler and direct coupling method，i
． e．finite element method c。upled 

with singular solution of infinite plane with a hole，is proposed for the analysis of underground e“gi
—  

neering·The numerical example shows that the elastic effectiveness of the infinite plane outside the 

artificial boundary upon the inside region is exactly expressed
． 
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