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弹性薄板小挠度弯曲内力的DRM边界元解法 
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摘要：当甩一般 々边界元方法解弹性薄板弯曲问题时，域内积分及计算内力时的高阶奇异 
性 是 不可避 免的 。拳 文应 用 DRM (Dual Reciprocity Methods)的 原理 +提 出 了一 种新 的解 

决 薄板 弯曲问题 的边 界 元方法 ，并对 薄板 应力进 抒 7近 似计 算。所提 方 法有效 地避 免 7域 

和 易用性 。 

用边界元方法解薄板弯曲问题时，一般都要在控制域内划分单元且边界上内力的计算带有复 

杂的高阶奇异性“]。当边界的形状及边界条件比较复杂时．内力的计算就变得更加困难。DRM边界 

元法(I)tml Rec~rochy hounda~e[elne~t methods)中的近似函数方法成功地解决了许多非线性及 

动力问题脚。基于DRM 的原理，本文提出了计算薄板的 弯曲挠度及内力的方法。最后给出了计 

算算例。本方法完垒避免了奇异项的计算。其所用基本未知量垒部为场变量，有效地利用了边界元 

法所有边界场变量具有同阶精度的优点。 

1 数学描述 

弹性薄板小挠度问题的控制方程为口]： 

w(x， )= g／D，( ， )∈ 寅 (1) 

其中 z为Laplace算子；D=Eh ／lz(1一 )，为抗弯刚度，E为弹性模量， 为泊松比 为薄板所占 

有的二维平面区域}" ， )为薄板的挠度；g为载荷 

弯矩 ， }扭矩 ；及剪力 ， 的表达彤式见参考文献[3]，边界条件为t 

l∞+屯 (W)=矗， fl甜． +f2M(∞)= (2) 

其中肘 )， (”)为弯矩和等效剪力。 ( )(j_=l，3)和 (s)( 1，3)为薄板边界曲线弧长的函数。 

2 弹性薄板弯曲问题的DRM 边界元解法 

弹性薄板弯曲同题的DRM边界积分方程为 

c． (P)= “ g／DdA一 中 (“ 删,iljn，一“ "， +“ 砷 ～u；,wn,)ds (3) 
J 

其中 为一常数。当P点在积分域内时，a=1}当P点在边界上时，☆的值与积分域边界的形状有 

关 引入下列记号[I]： 

n = 铷，X = "／M ．n．，士= 叫． ， = ∞．̈j (4) 

式(3)可写为如下形式 
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(P)= u"g／DdA一 f ( + + +ADds (5) 
其中 

A =一 ， 一】nr+1．也=～{(2r1nr+r)c。s ，山一丢一nr， =于·再／r (6) 
在一般的边界元方法中，对式(5)中的域内积分的处理是引进域内单元，过程比较繁杂。现按 

DRM的原理 ，研究完善地解决这一问题的方法。 

对(5)中的域内积分项glD引进近似表达式： 

g／D 三q ( ， ) (7) 
其中，Ⅳ 为边界单元上的节点个数，L为内点的个数。近似函数 ， )满足 

‘面 =bi (8) 

从而(5)中的域内积分项变为 

§ “ g／DdA一 ，“’ ‘最=~。r + z { 1 c(A 磕+A 置+A 氟+A． )ds+c 】 
(9) 

其中 

磕= ，蔑 一 ，磊； 一面 ~~jnj (10) 

最后，挠度 "60的DRaM 方程表达为 

Ⅳ+ ， 1 r 、 

c (P) 三 【 (A 瑶+ 兑+也磊+山 )出+ J 
一  (Al + A2 + 山 + 山 )出 (11) 

当P点在边界上时有下二式： 

rcO m 三 (A1磕+如蔑+ 魂+A· )山+ ] 

一  (A1 + A,X + A3#+ A． )d 

柙 一 m
． 

：  [ 
．

(A1鼓+A,~Dd + ]一 CA +也 )出 
|-t J抽 J抽 。 。 

2．1 边界条件 

引入记号(4)后边界条件(2)可表达为 

锄一D 一( 一 去(警一 )) 
一

％ +( 一1)c + )]_ 
2．2 系统方程的形成 

不失一般性，在以下计算推导中采用了常单元。在边界划分为 NE个单元后 

为 

五[(A】 )以 +(A12)凼 +(A ) +(Al4) j 

一

三三 [(A ) +(A ) +(A 。) +CA ．) 

s=
~E(An) + (A z) ) X 

】 

X a~E(A1】) + (A】2) ] 

边界条件(14a’b)变为 

毒 (A )。q+，辜 (Aaz) 墨+CA“)Ⅱ 一(BD 

(12) 

(13) 

(14a) 

(14b) 

式(12)和(13)变 

(15) 

(1 6) 

(17) 
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§ — —  重鏖 垄亟 芏 生丛 曼 查 
r+1 

三 (At) q 4-(̂ ) 4- (A。。) 一 (鼠)， (】8) 

，j_=l，2，3．⋯，N。将上四式写为矩阵的形式 

AU= 前 d+ B (19) 

式(1s)至(19)中的符号定义参见参考文献[6]。 

在式(19)中的插值系数 n还是未知向量 为此，有必要从近似表达式(7)开始进行研究 将(7) 

式遍历Ⅳ+工个边界单元节点和内点后有 

(A)／D = = (A， ) (20) 

将上两式遍历 Ⅳ+工个边界单元节点和内点并写成矩阵形式后有 

P= Va (21) 

上式求逆得出插值系数 n的插值表达式 

口一 V一 p (22) 

其中，P为g(A)／D的函数 从而，插值系数n被表达为未知量7．0的函数。将(22)式代八式(19) 

有 

AU— 0_v p4- B (23) 

上式即为DRM边界元法的基本系统方程。从式(19)可看出边界条件已直接作为系统方程的一部 

分，无需移项处理。 

从上面推导过程可看出，本文的边界元法计算式不包含任何域内积分。 

2．3 内力的近似计算方法 

对于内力，常规的处理方法会在边界上产生高阶奇异积分 处理这些奇异积分是比较繁琐的 

本文根据 DRM的原理引八下列近似表达式： 

"(户)； =d ̂(户， ) (24) 

将上两式遍历Ⅳ+工个边界单元节点和内点并写成矩阵形式后有 

w (25) 

对上式求二阶微分，有 

W． ； D， ，"． = D
， 

∞ ， "
． 

= D． ∞ (26) 

对(25)求逆，有 

n'一 D一 'IV (27) 

将上式代入(26)式得 

7．0
． 

一 D．" "，"， =D， D-。7．0，"． 一D一
．  

" (28) 

上式为线性插值，没有任何奇异性，而且此近似表达适用于边界点和内点。这样根据内力的定义及 

式(28)可求得弯矩的值，完垒避免了用普通边界元法解板的弯曲问题的内力计算(尤其是求边界上 

的内力)时所遇到的高阶奇异积分。剪力的计算与此类似，这里不在赘述。 

3 算 例 

为验证本文所提理论的正确性及计算效率，给一计算实例。其中所用物理量为无量纲形式。z ． 

一1， =1， 一0，，厶=0．， 】．=1， 2=--1， 3=1，， ·= --1， 

算例：模型为一受均匀压力 =10的圆板。分别考虑其边界固支及简支的情形。板的几何尺寸 

与材料常数为：直径口=50，厚度 =̂1，泊橙比 一0．3，弹性模量E=0．625 0E+07 

计算模型共取40个边界单元及17个内点(图2)。 

计算所得的最大挠度与精确解[ 之比见表1。计算所得内力与精确解0 之比见表2(A，B) 误差 
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在5 之内+符合工程要求。 

表1 最大挠度之比较 

要求 星 器 薹 望 篓蠢羹譬羹 嚣 图。计算模型 要求，方法是可行的。而且最显著的是在边界点上的计算效果也是一样的 。 ⋯一 
好 这样一来，完全避免了用边界元法解板的弯曲问题的内力计算(尤其是求边界上的内力)时所遇 

到的高阶奇异积分。 

表2A 同支情形下的内力 

5 结 语 

本文对DRM边界元法(Dual Reciprocity boundary element methods)在弹性薄板小挠度问题中 

的应用作了详细地研究，克服完全避免了在控制域内划分单元及一般板的边界元法中所带有 的高 

阶奇异性。未知量全部为场变量，有效的利用了边界元法所有边界场变量具有同阶精度的优点。文 

中的算倒采用了常单元。如果采用高阶单元和考虑了界单元的不连续性问题，此方法的求解效果会 

更突出。这一方法已成功地应用到板的非线性变形问题 
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Dual Reciprocity Boundary El ement M ethod 

for Bending of Linear El astic Pl ates 

W AN G W en-qing， JI Sing 

(Dept．of Engineering Mechanics and Technology，Tongji University，Shanghai 200092．China) 

Abstract：Based on the dual reciprocity method(DRM)，a new boundary element approach for the de— 

flection of the linear elastic plates was presented
． The domain integrals and high singularity occurred 

in the conventional boundary dement for the plate problems could he avoided thoroughly by using the 

present methods．Some numerical examples were given to show the accuracy and the efficiency of the 

present method ． 

Keywords：boundary element method ；linear elastic plate DRM  
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