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Newmark法在负刚度条件下的收敛性和稳定性’ 

吴云芳 
(重庆大学 B区 建工学院，重庆 400045) 

摘要：研究j在负刚度条件下Newmark法的收敛性及稳定性。在负刚度条件下，该法是收 

敛 的和条件稳 定 的。 

关键词：动力方程；负刚度‘收敛性；稳定性 

中图分类号：O241．8 文献标识码：A 

由于许多结构或材料在加载至屈服点后都存在着变形增加荷载反而减少的现象，所以当采用 

增量刚度的形式来求解动力方程时，其恢复力骨架曲线将遇到负刚度现象。随着这种负刚度现象被 

越来越多地引入结构动力反应分析中，原有的在通常的正刚度条件下所使用的计算方法是否能继 

续应用于负刚度条件下的计算中，就成了日益突出的问题。文献[1]研究了负刚度条件下中心差分 

法，z一变换法，Wilson．0法及二步 Adams显式方法的收敛性和稳定性。文献[2]研究了一种显式直 

接积分法的收敛性和稳定性。本文将讨论Newmark法在负刚度条件下的收敛性和稳定性。 

1 在负刚度条件下 Newmark法的收敛性和稳定性 

将结构恢复力分段线性化后，单 自由度系统在f+ 时刻的动力方程可简写成 

立 + + 2 时 + + 卢 + —r(t+ Dr) (1) 

式中， 为I艋界阻尼比； 为圆频率；卢为刚度比，弹性阶段 卢一1，在屈服后 卢一K ／K。，K。为初始刚 

度，K 为屈服后刚度；r0+ )为动干扰荷载 p(t-k-At)除 质量村。 

将 Newmark法口 用于求解式(1)的响应时，可导出如下递推公式 

{ ) +A一 [A]( )，+ {￡}r(t+ Dt) (2) 
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k3=l专一 J—l寺一n J 
EA]和{L)分别是积分逼近算子矩阵和广义加速度算子向量。 

令 r— ，EA]的特征方程为 

I(A3一 口]I一一̂{ 一 2一吉 一2 一 )t[1 
它的三个特征根为 

一 1一 塑 
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显然，̂ 和 是主根， 是附加根。 

式(3)与其约旦标准形之间的转换矩阵为 

fPl1 P” Pl3] 

EP3一 lP P P 3 l 
LP3l P P∞J 

式中： 
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(5) 

(6) 

J— l，2，3 

r(f)一o，式(1)在初始扰动 。， 下的Newmark解为 

f̂ ]“ 

{ } 一[P]j 2̂ l[P]一 { )。 (7) 
、 f 、l 

将式(1)作为约束条件引入式(7)的初始条件中，有 

{ 一 {一 2~％ax0一 o，z0， o) (8) 

则式(7)的第三个方程可展开为 

一 D1 一 D2 一 D 趣 (9) 

其中：Dj= {[(P23--P”)一卢 (P站Psi--P∞P。。)3x。．_[(P32--Pas)一2&o(P22P3~--P∞P：z)3i-。) 
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由此可见，收敛性所要求的全部条件都满足。 

由式(5)可知，Newmark法的积分逼近算子矩阵EA]的特征方程的三个特征根是互异的，所对 

应的三个初等因子必皆为一次。因此，在正刚度条件下，当P( )一max(f tI，l f， f)≤1或在负 
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刚度条件下P(A)／ u_ ≤1时，该方法是稳定的。为了判断 Newmark法的稳定性，本文选择了不同 

的{、口、 和山 计算P(̂)／ 和P( )，绘于图1中。由图1可见，无论振动系统有无阻尼，Newmark 

法在负刚度条件下都是条件稳定的。因此，在正刚度时取 ≥O、5， ≥O、25(o·5+ ) 司以保证 

Nc 、v a k法无条件稳定的结论是不适用于负刚度条件下的数值计算的。图 2所示的简单数值实验 

也表明，就是人们习惯认为可保证无条件稳定的取值范围内，当 p<o时，计算结果仍是不稳定的 

— — 仅仅在前几步计算中，误差解就完全“淹没”了精确解。 

： l： }·O蝤．_·O．II~'／．a， 

1 『 r： 一 
；、、 

0 lO 20 3O ∞ 50 ∞ ∞ ∞ g0 100 

图 l Newmark法在负刚度条件下的稳定性 

表 1中给出了当 —O．25， —O、5时，Newmark法对于不同的{、p的稳定条件，即 At／T的具 

体限值，其中丁一2~'／wo 

表 1 一0、25，占=O．5时 Newmark法在负刚度条件下的稳定条件—— ／ 的具体限值 

0  a  T  6  5 ● S  2  l  O  

套一4． ： r＼ ŝ 4 
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2 结 论 

1)在负剐度条件下 Newmark法是收敛的。 

2)当 ≥0．5，d≥0．25(O+5+d) 时，Newmark法 

在正刚度条件下是无条件稳定的。但是在负刚度条什 

下无论 、8取什么值，Newmark法均为条件稳定的。 

本文给出了。=0．25， =0．5时 Newmark法在负刚度 

条件下的稳定条件—— ／ 的具体限值。 
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图 2 负刚度下Newmark法不稳定性的数值 
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Convergence and Stabil ity of Newmark M ethod 

in Case of Negative Stiffness 
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Abstract：The convergence and stahility of Newmark method has been stud Eed in this paper for the 

mod el with the negative stiffness．In the case of negative stiffness，the method is convergent and con- 

ditionally stable． 
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