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翘曲理论的计算机验证 

李开禧， 王永华， 白洪源 
(重庆大学 土木工程学院，重庆 400045) 

摘要：对翘曲理论中计算薄壁构件空间变形应力和位移的“动态坐标法”进行了大量的计 

算机 扫描 验 证 ，并 与传 统 薄壁 构件 计 算理论 相 比较 ．证 明该 方法是 正 确 的 ，结 果是 可 靠 的。 

在 此基 础上 ，对该 方 法带 来的 计 算效 益和 应 用前景 作 了简要 的述 评 。 
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“翘曲理论”⋯1是直接计算薄壁构件空间变形和应力分布的新理论，它是在改造“面内弯曲理 

论”和“约束扭转理论”的基础上，统一按照内、外纵向力系平衡，重新设计表述内力和变形的工具： 

弯矩矢量和转角向径，用来建立力系平衡条件和变形协调关系，从而大幅度简化计算，很直观地描 

述变形。它实质上是新一代薄壁杆件实用计算理论。 

该理论把“平面弯曲理论”中横截面的纵向弯曲变形和“约束扭转理论”中横截面的横向扭转变 

形泛称为翘曲变形，并把前两者视为加载条件符合一定要求时的特例，由此，按横截面纵向变形的 

特征，称为“翘曲理论”。当截面发生纵向翘曲时在刚周边假定的前提下 ，横截面正投影绕一定点转 

动，当加载形式沿杆长不变时，杆的变形特征是绕一根新的纵向轴线转动，因为横向变形有此特点， 

故又称为“绕定轴转动理论”。薄壁杆件翘曲的计算中最关键的问题是如何确定这根纵向转轴的位 

置和相应的截面变形，这就需要重新架构一套计算方法，“动态坐标法” J正是适应这个需求而建立 

起来的，它极大地简化了计算。可以说 ，如果没有这套非常有效的计算方法作为依托，“翘曲理论” 

很难付诸实用，更难在工程应用中发挥效益。 

“翘曲理论”是本文第一作者架构成功的．他在长期的研究和教学中已作过大量示例验证。和 

现行理论相比较，当两理论的覆盖范围相同时，计算结果是完全相同的。本文二、三作者作为第一 

作者的学生，在学习的过程中也经过一个认识、提高过程。本文的任务是继续对各种形状的截面和 

各种加载方式作用下产生的正应力，分别按照新旧两种理论进行计算机扫描验证，从大量数据的对 

比中，再次说明，上述结论是正确的。 

下面，我们先对“翘曲理论”的动态坐标法作一概要归纳。 

1 动态坐标法概述 

在翘曲理论中，把作用于横截面上的内、外纵向力系沿周边向指定点作力系简化，简化为作用 

在各单肢板中线上的力矩 和作用于简化中心处的轴力Ⅳ，并把各力矩用与该单肢板中线方向相 

同的双箭头矢量表示称为弯矩矢量。当截面上内、外纵向力系平衡时，按图 1(a)、(b)所示的符号， 

平衡方程为 

Ni= P M1= M'2= M'3= 鹏 (1) 

式中：上角标 、e分别表示内、外弯矩矢量。 
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新方程和人们熟知的平衡方程 

Ni=P M =M： =M； B‘=B (2) 

是等价的，两者可理解为线性变换后的结果，包 

括内外双力矩平衡方程 = 在内，都是可以 ·s 

在方程组(1)中通过力的二次矩，即弯矩矢量对 

点之矩的概念推导出来。但方程组(1)中，抛弃 

了方程组(2)中需要的主坐标 ，Y和形心 C，弯 

心 5，这是大幅度提高计算效益的原因之一。此 

外，在求解方程组(1)的过程中，还巧妙地增加 

顺周边依序迭代的措施 ，使未知力逐步消元，避 

免联立求解 ，使计算过程一气呵成。 

在横截面所在的纸平面上指定一点作为极 

a)外弯矩矢量 b)内弯矩矢量 

图 1 内外力系平衡 

点，由它到各板中线的有向线段是我们熟知的向径。在刚周边假定的前提下 ，由两板中线交界处的 

纵向变形协调关系可以证明，若各板中线的纵向转角用按右手螺旋定则所规定的矢量表示，并称之 

为转角矢量，则这个转角矢量必然汇交于一点，同时伴生横截面正投影绕该点转动，其转角沿杆长 

方向的导数与以该转动中心为极点的三个向径的乘积即为三个转角矢量。当该转角导数为单位一 

时，各向径与对应的转角矢量相等，故又把它称为转角向径。而过两板中线交点作对应中性轴的平 

行线，这两线的交点正好是全截面正投影的转动中心。也就是说当求出中性轴 01—02，02—03 

之后，按上述方法即可定出转动中心 K从而将全截面的变形整理成绕 K点转动的一维变形问题。 

显然，截面的平面弯曲变形或翘曲变形是 点在无穷远处或弯曲中心处的特例。 

已知各板的中性点，又令板中线绕该点纵向转动时的转角等于向径，则纵向位移是量纲为长度 

平方的已知值。照此绘出的图形，即称为单位翘曲变形时的纵向位移图，又称为动态坐标，记为 

图。再按内外纵向力系对该位移所做功相等的条件，可导出应力 与转角的二阶导数 的算式为： 

：  ㈥  

=  (4) 

式中：L
．

= l 4aA、B 仍称为翘曲惯矩、双力矩，它等于外纵向力与该作用点处的位移∞ 的乘 

积。当荷载为作用在某板中线上的外弯矩矢量 时，BI等于 r̂ ，r̂。为该板中线到K点的臂长。 

动态坐标法的基本思路是把按任意方式作用在构件上的荷载分解为几种沿杆长作用方式相同 

的荷载，对于每一种荷载，都很容易地绘出 图，全杆件的变形整理成绕串连 K点的纵向轴线转 

动的一维问题，再将计算结果迭加，就将空间变形分析的复杂问题简化为初等材料力学中已经熟悉 

的问题。从而全盘移植结构力学中已熟悉的力法、位移法等一系列知识，以便能直接分析空间变形 

的超静定问题、稳定问题以及抗震问题等。 

2 示例 

1)正应力计算 

图2(a)所示的槽形截面，截面尺寸如图所示。壁厚为 1，在上翼缘开1：3端作用 P：100的压力， 

经计算可知截面的形心 C和弯心S如图2(a)所示。要求截面在 P作用下的正应力分布。 

根据动态坐标法，以力作用点为简化中心，则 = §=M5=0，同时暂设另一开I：3端的应力为 

o，则由 =0得 1=一2 0，同理由 幔 =0得 2=5．2 0，M =0得 3=一24．4 o。截面上的合力 
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N=一218ao。由 N=P=100得 ： 

O"0= 一0．458 716 

1=一 2ao= 0．917 431 

2： 5．2ao=一 2．385 321 

0"3=一24．4ao= 11．192661 鬟 

绘出正应力分布图如图 2(b) 

所示 。 

下面按传统的方法，把该力的 

作用效应分为轴心压力 P、绕两主 

轴弯矩 、 和双力矩 B的共同 

作用，并分别计算，结果如图 3所 

示，相关内力与几何参数已附注于 

图中。 

‘‘ 

I【I)Jr 

L—L曼l 

j o。 

P 1∞ 一2 38Sj2 

2 O、了o 

= 0 91 7 

图 2 槽形截面正应力计算(动态坐标法) 

(。)轴压力P作用下正应力 )Mx作用下 应力 c)M #J手】f 正应力 

@+@+-⑨+⑨：② ⑨ 

ld)B作用．F正应刀 e)截面 皿力分布 0)截面绕K点飙曲的扇形坐标 

图 3 槽形截面正应力计算(传统方法) 

据绕定点转动理论，其应力也可根据图3( )中已绘出的 图和翘曲惯矩L (L 和Bk值已标 

注与图中)由式(3)求得 

d。 ： _

Bkt．Ok
： 一 0．45873 ■ 一 

． 一 

B一 一 斗引+ 

q 7  一a 一 

．  

‘ t 一 ， 
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同理可得 2， 3， 4同前述方法答案相同。 

2)变形计算 

一 悬臂柱，高 L，下端固定，其横截面如图2(a)所示，柱顶作用一压力 P，其作用于位置如图2 

(a)所示，求该柱在 P作用下柱顶截面各节点位移。 

根据绕定点转动理论 ，该双向偏压悬臂柱在 P作用下截面绕一根新的轴线转动，利用结构力 

学知识可求得柱顶截面任一节点位移 =乏1 2( B k)~)、 ： 12 ／ Bk )
。 其中 “ 、 i为该节点沿 、 

向的位移， 、Y 为该节点在 s由  坐标系中的坐标值。 

而按传统方法，节点位移是截面绕两惯性主轴的弯曲与绕截面弯心 S扭转三者叠加的结果， 

是一个三维问题，若已知主惯性矩为 、 、 和弯心S的位置。则位移如下式计算： 

12 f ． B 1 
“ 【 cos~fl+ ” + J 

Z f ． 日 1 【 吼” + COS@+ j 

其中 、 为节点在 s 坐标系中的坐标值。 为主惯性轴与 s 的夹角。 

其计算过程列表如下：(表中 ，Y 为该节点在z 坐标系中的坐标值)。 

表 1 槽形截面各点沿 轴位移 “(× ) 

对于Z形截面，其计算过程与槽形截面相同，为省篇幅，仅将其计算结果列示于图4。 

3 计算机验证 

计算结果正确与否，靠有限的示例验证是不够的。相反，如果有一个算例不符，就是整个理论 

有误。所以，必须尽力做到全面检查，最好的办法是编程，由计算机扫描，利用新旧方法是否异途同 

归，由此判断理论的正误。经过近 320个点的对比验算，现抽选两种截面，压力作用于图示 l、2、3、4 
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点。用传统方法和动态坐标法计算诸点应力，如表 3,4所示。显然，两种计算结果是完全相同的。 

4 结论 

2550 

{l l【串{【l i I 

二=]1 0 
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一 N ：1 0 2 
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、、lJ 25 08’ 
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’ 2 Ix 

石 ⑤ 

(a)轴力P作用下正应力分布 (b) 用正压力分布 

41822 、、 

、 
坐  

—B一 

． ．I，／ ＼ ＼i 
4 ／C M {64 
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⑤ 

伊  
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r ＼ 

8 k=14581日 

{ =18996： 

e i =fj O0 

⑥+⑤+⑥+⑥=⑨ 

fe1截面正应力分布 

{'f= 

图4 z形截面正应力计算(传统方法) 

经过大量的算例和计算机扫描后证明，翘曲理论是正确的，完全能够置换现行理论。由于它的 

概念清晰，方法简捷，易为工程师掌握，确是更简明的工程实用计算理论。绕定轴转动理论，在静力 

分析方面，建立应力与变形的统一计算公式，不再分为四个力因素分别计算迭加，使构件受力反应 
一 目了然，确实达到了工程实用理论要求：深入浅出。 

特别是当截面形状和加载方式沿杆长不变时，即符合该理论所述的特例：单调加载条件时，构 

件的变形计算与超静定结构分析都与平面弯曲和约束扭转理论所述的方法相同。实际上，新理论 

把以上两种变形视为指定加载条件下的特例，其计算方法自然也是统一方法前提下的两个特定应 

用。而在平面弯曲理论中对静力分析方法非常成熟，有大量计算结果可资借鉴。可见，直接移植这 

些成果，就是空间变形的分析技术。 

在薄壁梁的构造中，截面形状有改变，即所谓弯曲中心不共线时，在传统理论中，至今尚无工程 

实用计算方法的介绍，而在新理论中，取相邻截面的纵向力系简化中心相同，则由该点的内外纵向 

力相等、相邻截面各单肢中线处内、外弯矩相等和剪力相等建立平衡方程；同时由该点处两相邻截 

面的纵向位移相同、各单肢中线处转角相等和切向位移相等建立变形协调关系，则能正确简捷地计 

算出来。填补了计算方法上的一片空白。 

一 

一 

Ⅺ 

一 

应 2 _j 
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传统方法 19．384 6 —2．769 23 0．923 077 —0．46l 538 

动态坐标法 19．384 6 —2．76923 0．923 077 —0．461 538 

4 

传统方法 一0．461 538 0．923077 —2．307 69 10．153 8 

动态坐标法 一0．461 539 0．923 079 —2．307 69 10．153 8 

该理论在二阶分析中的效果尤为突出，它在建立变形刚度的统一算式基础上，导出正交临界力 

的统一表达式，实质上是把空间失稳现象分解为三个绕纵向轴线转动失稳的正交模态，也可以简化 

地理解为三个切向平面内弯曲失稳。从而又整块地移植面内弯曲稳定理论的分析方法和边缘屈服 

理论的二阶段分析方法。 

显然，由于有了直接计算空间变形刚度的公式，因而使 自振频率的算式也相应直观简练，以致 

带动动力分析方法 的改进 。 
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