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轴对称圆板大挠度问题 的 自由参数摄动法解 

陈山林 ， 李其 中 
(重庆大学 土木工程学院，重庆 4oo045) 

摘 要 ：采用 自由参数摄动 法处理 了在均布栽荷 以及 集 中栽荷作 用下轴 对称 圆板 的 大挠 度 

问题 ，得 到 了 圆平 板 在 边 界 固定 夹 紧及 可移 夹 紧条 件 下 的 刚度 特征 、内力 分 布 以及 挠 度 曲 

线 ，并将 求 解 过 程 及 结 果 与 这 一 问题 的 经 典 解 进 行 了比较 。 
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1954年，钱伟长教授【1】采用以中心挠度为摄动参数的摄动方法处理了均布及集中载荷分别作 

用下不同边界条件的圆板大挠度问题。其他的研究者也曾经使用广义载荷L2J、与泊松比相关的(1 
一  )、平均转角L4J等作为摄动参数对圆板大挠度问题进行过研究。采用不同摄动参数计算出的结 

果在精度以及适用范围上有一定的差别 ，有时差别还 比较大。对于这一问题 ，陈山林【5,6J对各种摄 

动参数解进行了研究和评价。迄今为止 ，研究者只能通过经验的认识和判断选择摄动参数，而在摄 

动参数的选择方面却始终缺乏一个一般的原则。 

陈山林在文献[7]中提出了一种称之为自由参数摄动法的新的方法。采用该方法求解板和扁 

壳大挠度问题可以在不具体确定摄动参数的前提下得出全部弹性特征，从而避免了选择摄动参数 

的经验因素。本文将采用这一方法研究轴对称圆板的大挠度问题。 

1 基本方程和自由摄动参数展开 

对于边 界 回足夹紧和 司移夹 紧 F底 半径为 口，厚 度为 h的圆板 ，兵无量 纲基本方程及 边界条件 

如下[1】： 

f ( )=Pf( )一 

1 ( )：告6}2 (1) 

f固定夹紧： =。时： =。，sr=。； =l -0’繁一 =。 (2) 【
可移夹紧： =0时：0=0，Sr：0； ：1时 ：0：0，S，：0 

各无量纲量意义如下： 

=  厕 ，sl=一 ．12(1 )，sr=一 ．12(1 = dW (3) 

均布载荷作用时： P= aZq ‘12(1
一 V ) 二_ ， )= 
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集中载荷作用时： P ：— ．12(1一 ) 二_ ， )：l 
7r ’ 。 n 

式中算子 (⋯)=~Qd
c c

l 

Q

d

c
(⋯) 

将 P、0、S，按摄动参数 ￡展开如下形式： 

P = Pl·￡ + P3·￡3+ P5·e5+ ⋯ + P2n—l·￡2n一 +D(E2n+1) 

0 = 0l·￡+ 03·e3+ 05·￡5+ ⋯ + 02n
—
l·E2n一 +p(￡2n+1) 

S ： 2．￡2+S4．￡4+ 6．￡6+⋯ +S2 ．￡2n+ (￡2n+2)r S S 0 

以上各式中，P2 一l、02 一l、S2i(i=1，2，⋯)为仅与 有关的待定函数。 

将(5)、(6)式代入(1)及(2)式 ，并比较 E同次系数可得(本文略去 ￡五次以上各项)： 

(4) 

(5) 

(6) 

L(pO1)：Pl· ) 

L(pS2)= 1 2 
(7) 

( 3)=P )一S2·Ol 

(ps4)=Ol·03 

固定夹紧时： ：0时， 2 c-l：0，s2￡：0； ：l时， 2c-l：0， dS 21
一 2f=0 (i=l，2)(8) 

可移夹紧时： ：0时，02i—l：0，S2i：0； =1时，02i—l=0，S2 =0 (i=1，2)(9) 

2 采用自由参数摄动法求解板的弹性特征 

设存在函数 2i—l( )， 2t( )满足： 

且对于固定夹紧情况 ：￡=0时， 2￡一l：0， 2 0， =l a-,t： 21-1----0， 一 2 =0 (11) 

对于可移夹紧情况 ： ￡=0时， 2i—l=0， 2 0， =1时 ： 2f—l=0， 2 0 (12) 

对比式(7)与(10)，并将边界条fl：(8)、(9)分别与(11)、(12)比较，可以证明有下式成立： 

Ol= Pl· l 

s2=P}· 2 

03= P3· l+ · 3 

s4=2Pl·P3· +P}· 4 

将(13)代人(5)、(6)式 ，得： 

0=Pl· l·￡+(P3· l+P}· 3)E3+D(e5) 

s，=P{· 2·￡ 4-(2Pl·P3· 2+ · 4)￡ +D(￡ ) 

引入如下形式弹性特征方程 ： 

P=al( )w(e)+a3( ) 。( )4-0( 6( )】 

由式(14)可得 ： 

( )=Pl·Yl·￡+(P3·yl+P{·y3)￡ +D(￡ ) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

3  

． 

． 

如 

= = = = 

l 2 3 4 和 ， 印 

L  
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式中： Y2i-l㈩ = 一．(p)dp 

将(17)代入(16)，略去 e五次以上小量得 ： 

P：Pl·口l·Yl·e+(P3·口l·yl+ ·口l·y3+日 ·口3·、 )e +0(e ) 

比较式(19)以及(4)式第一式，令 e同次项系数相等，得 ： ‘ 

(18) 

(19) 

； Y3 c加 【口3( )=一yi． ( )· ( ) 
将(10)～(12)式直接积分求解 一l(i=1，2)并代A (2o)即可求得 口2￡一l( )(i=1，2)的具体 

表达式如下 ： 

均布载荷下： 

口l( )=32×(1—2 + )一 (21) 

口3( )=而1 ×(1—2 + )一 ·[2 屹一l8 。+75 一(200+2oa)~ 

+(360+90；t) 一(342+l2O ) +(123+50 )] (22) 

集中载荷下 ： 

口l( )=4×( ·lIl 一{ +{) (23) 

口3( )=8×[(2 ·ln 一 +1)一4·( ·h13 一 13 ·1n28+ 1 ·lIl 
一

2

1

5

1

9

9

2、 

一  ．1n + 一 + )] (24) 

式中， = ，其中可移夹紧时，有 y一 ∞，则 ：一1。 

这样我们就得到了特征方程(16)的具体形式，其中的 口 ( )( l，3)见(21)～(24)式。‘ 

对板内其他物理量(薄膜力、弯矩)，我们引入弹性特征方程如下 ： 

p2=pl( )s，( )+ ( )s ( )+O[s：( )] (25) 

P2=yl( )sl( )+y2( )s ( )+O[s：( )] (26) 

P= l( )·％( )+ 3( )·m：( )+O[m：(e)] (27) 

P=rl( )· ( )+r3( )·m：( )+O[m (e)] (28) 

(25)、(26)中 S，( )与 S。( )为(3)式定义的无量纲径向和环向薄膜力 ，满足： 

sl( )= dSr (29) 

(27)、(28)中 ％( )与 ( )表示无量纲径 向弯矩和环向弯矩，满足： 

J t⋯30) 
【 L + 

则通过确定相应的函数 Or21-I x 、yf、7／2f—l和 r2f—l(i=1，2)，l~p n-f求得无量纲力与内力以及 内 

弯矩之间的关系，则板的内力分布得以求出。 

将式(15)代入(25)得，略去 e六次以上项得： 

p2=P{·pl· 2·e +[(2Pl·P3· 2+P1,· )·pl+P{· i]e +0(e ) (31) 

将(4)式平方并略去 e六次以上项得： 

P2=砰 ·e +2Pl·P3e +0(￡ ) (32) 
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比较(31)、(32)使 e I司次项 系数相等 ，得 ： 

f』9t( )= ( ) 
【 ( )=一 ( ) 4( ) 

将(10)一(12)式直接积分求解 2 (i=2)并代A(2o)求得 (i=1，2)具体形式如下： 

均布载荷下 ： 

l( )=6 144×[ 一4 +6 一(4+．=I) ] 

( )： 256×[ 
一 4 +6 一(4+．=I) ]一3．[3 一34 +l82 n 

一 (630+422) +(1 540+2802) 一(2 478+700a) 

+(2 394+8402) 一(1 242—755,~+1122 ) ] 

集中载荷下 ： 

J9l( )：512×(7 —l2 ·ln +8 ·hI2 一(8+．=I) ]一 

( )：8 192×[7 一l2 ·lIl +8 ·ln2 一(8+．=I) ]一3·( ·ln4 一 47 c-7 

+ ·ln2 一 + 一 1 (8+a)(144~5·ln2 

一 228~5 +83~5)+丽 1 (1 092+243,；t)(3~3—4 一4一．=I) 

+~ (1O8 928+58 401Z+7 488Z )] 

(33) 

(34) 

(35) 

(36) 

· ln3 

(37) 

代 入 (25)得载 荷与径 向薄膜 力 的弹性特 征 ．弹性特征 (2I6)～(28)的系效 也 司以互授 由 2 一1 

和 2i求出。将(6)式代入式(29)~"--I得到 S。按 自由摄动参数e展开的表达式： 

5l= dS2．
· e2n (38) 

同样将 (5)代A(3o)式可得可得到 畴、弧 按 自由摄动参数e展开的表达式 ： 

=  ( +一1~02 n-1 Je2I (39) 
= 孔 + )e2 (∞) 

则可以用 2 一l和 2 (i=1，2)表达式(31)～(33)中的待定函数 y 、 2i—l和 r2i一1(i=1，2)，具 

体 如 下 ． 

y )=( ) 

y2( 一( )～·( ) 

(v案+ ) 

r2( 一( + )一·(v + ) 

( +v ) 
= 一 ( +v )一·( +v ) 

将(10)～(12)式直接积分求解 ，代A ,2_lz各式，则特征方程式(26)～(28)得以确定 ，解已全部 

得 出。 

)  )  )  仉 铊 躬 

，  ， ， 
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3 与钱伟长解的比较 
、  

；／E(21)、(22)式中，令 =0并代入(16)，即得到载荷参数 P与中心挠度 (0)的关系式 ： 

均布载荷作用下： P=32× (0)+ w3(o)+o( (0)] 

集中载荷作用下： P=8× (0)+ w3(o)+o( (0)) 

(44) 

(45) 

这便是圆板大挠度问题的钱伟长解[̈。如果我们按照文献[1]的做法，将无量纲挠度 ( )及 

径向薄膜力 ．s( )展开成中心挠度 (0)的级数形式如下 ： 

( )：ht( )·w(o)+ 3( )· d(0)+o( (0)] (46) 

S( )：Z2( )·w2(0)+Z4( )· 4(O)+O( (O)] (47) 

则将式(46)代入(16)，略去 (0)的五次方1：．1 1-_各项，并比较(44)式中 (0)的同次项系数可以 

求得 ： 
’ 

f hl( )=3247 ( ) 

i )：【 一324i4( ) ( ) 
同样，将(47)代人(25)，略去 (0)的六次方以上各项，并 比较(44)式中 (0)的同次项系数 ，可 

以求得 ： 

f z2( )=lo24／~i ( ) 

i )：【 一1048576fli-2( ( ) ( ) 
‘ ( )(i=1，3)见式(34)、(35)。 

式(钙)以及 (49)代人(46)、(47)式便可得到均布载荷下圆板大挠度问题 的钱伟长解【1J的挠度 

曲线和应力与中心挠度的关系。采用同样的方法 ，也可以由(45)式得到集 中载荷下的圆板大挠度 

问题的钱伟长解⋯的挠度曲线和薄膜力弹性特征。然而 ，自由参数摄动法的求解中并没有将挠度 

和应力按照中心挠度的级数展开，略去了钱伟长解 中的式(46)和(47)的按具体摄动参数展开的步 

骤 ，直接得出了问题的解(16)、(25)一(28)。 
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Axes of M inimal M oment of Inertia for Particle Set in 矗 

YANG Shi—·guo 

(A．hui Educational Institute，Hefei 230061，P．R．Chi~) 

A ：In this paper，the theory and method of linear algebra are used to stuay the problem about O,Xe8 of 

minimal moment of inertia for particle set in the n—dimemional Eucldean space En．The general method is 

given to solve this problem and the result obtained is that the O,Xe8 of minimal moment of inertia for partide set 

= t ai(mi)；i=1，2，⋯，t}is the straight line pass~ the center of gravity of and r．~ eling the eigeIl· 

vector related maximum eigenvalue of the matrix C． 

Keywords：particle；barycenter；matrix；eigenvalue 
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The FPPM  Solutions for the Problems of Large Deflection 

of Axisymmetric Circular Plate 

CHEN Shah—lin，U Qi—zhong 
(calege Civil giI峨 ，al∞8qiIlgUniver~ty，cIl0lI窖qiIlg400045，P．R．Chi~) 

，sI瑚ct：In this paper，the Free—Parameters Perturbation Method(FPPlV1)is applied to analyze the prob— 

lerm of large deflection of circular plates under uniformly distributed pressure and cotacentrating load at the 

center respectively．The stiffness characteristics，stress distribution re~d．rity and defom1．qtion curve8 of cireu． 

1ar plates with hound,aries rigi~ dm珥，ed 01"clampea with slip along outer,,ages al℃obtained．Meanwhile，the 

results and computing processes are compar~ with those of Chien’s solutions
．  

I~ words：Free—Parameters Pextu~ tion Method(FPPlV1)；锄【is m tIic circular plate；problems of la 

deflection 
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