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锚杆动测问题的解析解 

许 明．， 张永兴， 李 燕 
(重庆大学 土木工程学院，重庆 400045) 

摘要：岩石声波测试技术应用于锚固工程的无损检测中，其基本原理是采用动力瞬态激振 

使锚 杆 引起 弹性振 动 ，通过 测定锚 杆 的振 动 响 应 来估 计 和推 断锚 杆 中的缺 陷。 应 用 弹性 

动力学的基本理论 ，建立 了锚杆动测 问题的物理模型 ，在力学上表现为给定扰动源信息及 

边界条件、初始条件 ，建立描述介质运动的支配方程 ，归结为双 曲型或双曲 一扩散型方程 

的初值或初值 一边值问题 ，由此求解其动力响应 ，推导了一维非齐次波动方程在有界域情 

况下的 解析 解。 
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为进一步满足各类岩土锚固工程监测的需要，工程界迫切需要一种既简便经济又迅速可靠的 

锚杆质量检测方法．为施工质量控制和工程可靠性检测提供可靠的手段。现场拉拔实验不仅要花 

费很长的时间和耗资相当大，而且检测面小。因此，开展和应用动力测试的方法来弥补静载荷试验 

法是十分必要和具有重要意义的L1．2．3J。 

应力波检测方法在力学上表现为给定扰动源信息及边界条件、初始条件，建立描述介质运动的 

支配方程，并由此求解其动力响应，实质上是处理可变场的问题，通常归结为双曲型或双曲 一扩散 

型方程的初值或初值一边值问题。本文应用弹性动力学的基本理论，建立了锚杆动测问题的物理 

模型，推导了锚杆一维波动方程在有界域情况下的解析解。 

1 波动方程 

在动力测试时，有一定的假设条件或应用前提，这里需要对锚杆做如下基本假设： 

1)锚杆的受激振动在弹性限度内。锚杆在振动时，杆体内各质点的位移、应力和应变之间的 

关系都服从弹性虎克定律。低应变动力测试中由于激振力很小，并且是可以控制的，故锚杆的振动 

完全满足这一假设条件。 

2)锚杆材料均匀或分段均匀且各向同性。作为砂浆材料，在拉伸与压缩特性方面存在明显差 

异，而且也不是均匀的，但在微米级的弹性振动情况下，仍然可以近似满足这一假设要求，或这种差 

异可忽略不计。 

3)锚杆受激振动时，其截面保持为平面。这就是说，锚杆受激振动时，同一截面上所有质点位 

移的方向和大小都是一致的，也不存在相位的差别或振动的超前或滞后现象。这对于锚杆直径 d 

和杆长 Z之比d／l≤1／10的情况是满足这一假设要求的。 

按照假设条件，有 

： 匪，￡： (1) 
d  
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杆中纵波控制方程为【4J 

～

R ， 
P ax2一 A — a‘2 ‘ 

式中：不计体力，d为应力；e为轴向应变；H是质点纵向位移；E是锚杆材料的弹性模量；P是质量 

密度；R为岩土介质与锚固体界面间单位长度上的粘结摩阻力；A是杆的横截面面积；t是从冲击 

时刻算起的时间； 是锚杆截面的位置。这里，假设锚杆参数 E、P、A不随 而变化。摩阻力 R与 

段元侧岩土介质的性质、密实程度、段元侧面的粗糙度及锚杆施工方法等因素有关。 

2 非齐次方程的定解问题 

对于包含扰动源作用的非齐次的波动方程的初值 一边值问题求解，原则上可按有界杆的强迫 

振动予以考虑，即根据分离变量法所得级数解的结构，按相应的特征函数系设级数解，然后，再确定 

系数得形式解。在确定系数的过程中，对于二阶线性非齐次常微分方程的初值问题，可由齐次化原 

理将外力项的贡献转化为初始速度的贡献，按齐次问题来求解。大多数实际问题的情况是纵向外 

力施加在杆端，因而对于杆的纵向强迫振动往往感兴趣的是齐次的振动方程和非齐次的边界条件。 

对于这一类问题的处理方法很多，如设法将端部外力的作用利用 一函数来表示，然后按非齐次的 

方程求解；也可以将非齐次的边界条件经过未知函数的代换转化为对于新的未知函数的齐次边界 

条件的问题。 

对于杆长为 Z的锚杆，纵振动的运动方程为 

． ： 旦妻一 (0≤ ≤z，0≤‘) (3) ’ a‘2一P a 2一肛A ‘’ ‘ 
初始条件 H( ，0)=0 (4) 

婪 t 2 l —n 
a‘ I I=0一u 

边界条件 u(O，t)= (‘) (5) 

l‘(Z，t)：0 

式中：U(￡)为锚头的位移，可通过加速度传感器获得。由于低应变法的输入能量小，而基岩一 

般较硬，故可将锚固体末端作为固定端处理。 

3 非齐次边界条件的齐次化 

适当地作一代换，将边界条件(5)转化为齐次的。为此令 

l‘= V+ W 

适当地选择 V，使新未知函数 的边界条件转化为齐次的，即使 

W(0，t)= (Z，t)=0 

由(5)、(6)可知，要使(7)成立，只要选取 ，使其满足 

V(0，t)= (t)， (Z，‘)=0 

即可。为了使以后的计算简便，可选取 的一次式．即 

( )：一 + (f) 

为好。函数(9)可满足(8)式的要求。 

总之，只要作代换 

u ： 一掣 茹+u(￡) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(1O) 
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之后，就能使新未知函数 满足齐次边界条件下的混合问题 

=  一 ( R+ 一号 )，0≤ ≤z，o≤t 

( ，o)：(号一1)u(o)， ( ，o)：(号一1) (o) ‘̈ 
w(o，t)= (1，t)=0 

4 非齐次方程的解析解 

设两端固定的杆的强迫振动定解问题(11)有如下形式的解 

( ，t)= 
。 
(t)sin (12) 

其中 (t)是待定函数，sin丁／I,~X，，l=1,2，⋯是相应的齐次方程在齐次边界条件下的特征函数系。 

令 ，t)=一(羞+ 一号 ) 

( )=(号一1)u(o) 

( )=(号一1) (o) 
为确定函数 (t)，先将方程(11)中的非齐次项(13)展为特征函数系的级数 

，t)= (t)sin 

其中 (t)：号』 ( ，t)sin孚d 
再将(12)、(16)代人(11)，得 

。【 (t)+(竽) 詈 (t)】sin =童 (t)sin 
比较系数。有 

、 (t)+(孚) 詈 (t)= (t)，n=l，2，⋯ 
再将解(12)代人初始条件，得 

( )= 
。 (o)sin罕 

( )= 
。 
(o)sin 

所 以 

· (o)= )sin = 

(o)=号 ( )sin = 
于是，得到 的常微分方程初值问题 

f )+(竽) 詈嘶) t) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

对于二阶线性常系数非齐次常微分方程的初值问题，可由拉氏变换或常数变易法求出其解 
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式中 

故 

嘶 )= (r)sin d 

cos + 
1 

．1，2，⋯) (19) 

㈤=号 )sin ． 
= 一 一

2

z J
f
0、
'f R+ 

一 号 )sin d茗 
= 一  

2 U

。
麟 n 

=  )sin丁／I．,WX (号一1)m)sin丁／I．,WX 一2U胍(0) 
= 号 )sin d =一2fo(X‘一·) )sin d ：一 

一  【·一c0s 麟n 以 
一  

,~ ,／

z

-D p
J
f
。

' 

)sin型 1 dr】 
= 一  2l(1-cos 麟n罕以 

一

2

胍
嘶 )+ )sin l dr 

将 (￡)代人级数(12) 即可求得 ( 
，￡)，从而求得 ( ，￡)。 

( ，t)： 
． (t)sin罕  

n I ‘ 

：  卜 21(-一cos )肛 如 
㈤ + l J 

o
(r) d lsiIl 【． )+ f‘ )sin d lslIl 

( 毗  一 + ) 

I
⋯21 ‘ I-cos mr． 1．．,t,t dr1si ㈤ ⋯ + )sin d }slIl 一 圳 

。 ! 兰 竺间隔划分，在每一个杆长单元内摩阻力 近似为常数，同时应力波在该单元传 播时对应时间间隔内的边界位移
U也近似为常数，这样可对 ( ，f)式进行化简

。 

一 ～ 一 ⋯  

I 。 

麒 粉  肝  觯  
， 一 手， 一 ≥ 

，此时有 ’ ～ 

，

21Ri[1 mr

⋯

v／-E-)

⋯

-

pt~

、

l,, 

， ⋯⋯、咖 )厂 一 舢‘ 
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一  

212 R i( 
。。 )(1-cos丽) 

一 Ui+ (⋯∞年  ) 
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=  

^=l 
sin 一 + i 。。n— 一一丁 +u 

~=J：cosmr= n=2k-1
,k_1，2，⋯，于是 

刈 )=
n

~
-

- I 

2 ／2Ri[ 
嘲  )(1-cos丽) 

一  

2Ui

。∞ l 
1sinJ l一 l+ 一 啷— —  u 一 十 

： 瓦 + (瓦鬈 
一  

。。 】sin 

一  

1 
c。s 

2kTr v／

，

E-／pt

sin学 一 + 丌I=1 ‘ ‘ ‘ 

HI ( ，f)= 

Uttt(~，f)= 
。 

( ，f)= 

一  

2 
sin 胁nEpA 0 一———— =-Sl———— —一I j【sl—了一d ， ~／ ‘ J ‘ 

一  嘶)+ 肌 )c0s 平_dr 

∞  

盯( ，f)=E 
^=1 

si。n 
一  +U t) —了一一—_  + ‘， 

● ● 

一  (‘_c0s l／ Jo27r2EA 1 o~St‘n l 一，l ＼一。。 一 。。 Ⅱ 
一  

嘶 )+2,／
z

E／p

J
f
。

' 

)sin dr 

一  (⋯。 ) n ‘ 
一  

嘶 )+2,／
z

E／p

J
f
。

' 

)sin dr
．  

其中，4'--E--)p=c0为波的传播速度。 

5 结语 

堕⋯ 旦 丁∞s丁 一— 

丽
-7-。∞ 一 E 
。 。∞丁 一 丁  

锚杆动测问题的位移场可由岩土介质与锚固体界面间的粘结摩阻力函数和边界位移表示，进 

而可求出锚杆任意截面的速度、加速度和应变、应力。粘结摩阻力函数一般情况下未知，该问题是 
一 个欠定问题。根据应力波理论分析，可对摩阻力沿杆长的变化赋于一系列初始值，然后求解波动 

方程，计算出锚头的位移响应曲线，并与实测的位移边界进行对比。若两者不一致，则修改初始值， 

重新进行计算。重复这一迭代过程，直到计算出的位移曲线与实测的差满足一定的误差要求为 

lk[5·6，7J。 

波动方程中一般未考虑在实际问题中弥散的影响，也未考虑由于物体几何形状的不规则或介 

、，  一， _r， ． f  一， 一̈ 
(  一 一 

。 。  

S ，●I  O ，． ， C 巨 一 ● 
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质的不均匀对波传播的影响，对于应用上更为实际的弹性波导中的瞬态波，欲求其精确解将是极为 

困难的，因此发展各种数值方法和近似方法是处理这类动力学问题的重要途径。 
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Analytic Solution of．Anchor Bolts with Dynamic Detection 

XU Ming，ZHANG Yong-xing，LI Yah 

(C0llege ofCivil Engir咖 ， 呻gqillg University，Ql嘶 IIg400045，P．R．Chin~) 

Abst ：Sonoproho method has been applied in non—destructive inspection of anchorage project．Its funda· 

ment is that to use dynamic transient excitation  for inducing anchor bar’s elastic vibration．The flaws in the bar 

can be estimated or deduced by determining transient response of an chor bar．Based on the theory of elasto — 

d)7lmrIlics，in this ps]3er，a theoretical model of acoustic detection of anchor bar has been built up．On the雠· 

ehonic~field，this me thod Inesns that if infonmtion of disturbance Ies0uI1ce，b Illdaq conditions and initial 

conditions has been given，the d0|1】inallt equation describing Inediuln lnotiorl would be established．Th at is，it 

leads to the problem ofinitial value or initial boundary value ofhyperbolic type or hyperbolic——diffusibility type 

equation．Th ereby the dynamic response could be solved ．As an example，~alytic solution of heterogeneous 

wsve equ~on  is deduced in case of hounded region． 

Keywords：anchor bolt；wave equation ；analytic solution；sn麟 wave；dyna~ c detection 
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