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基于拉压与翘扭插值函数几何非线性刚度矩阵 
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摘要：提出了翘曲扭转稳定函数的概念和计算公式，首次推导了基于扭转翘曲稳定插值函数的 

双轴对称开 口轻型薄壁梁柱单元的翘曲扭转切线刚度矩阵，同时提 出了基于拉压与翘扭稳 定 

插值 函数 的轻钢 梁柱单元 空 间几何非 线性 切线 刚度矩 阵。 

关键词：翘曲扭转稳定函数；翘曲扭转切线刚度矩阵；几何非线性分析；轻钢梁柱单元 

中图分类号：TU311．2 文献标识码：A 文章编号：1006—7329(2004)02—0O48—06 

Geometric Nonlinear Stiffness Matrix Based on Tension—— 

Compression and Torsion——W arping Interpolation Function 

LIU Jian ，一，Li Kai一)【i ，WANG Yong—hua 

(1．College ofCivil Er n地 ，ChongqingUnivesity，chon ng400045，P．R．China；2．Gtla~ ouUniversity，Gusn~ u 510405， 

P．R．Chi~) 

Abstract：The conception and calculation formula on torsion—-warping stability function is brought forward and the 

torsion—-warping tangent stiffness matrix of bi—-axisymmetric open thin wall and lightweight beam —-column element 

is derived for the first time，based on torsion—warping stability interpolation function．At the sa】[Ile time，the spatial 

geometric tangent stiffness matrixes for beam—-column element of lightweight steel structure based on tension—-c'om·- 

pression and torsion warping stability interpolation function are presented as wel1． 

Keywords：torsion—-warping  stability function；torsion—-warping tangent stiffness ma trix；geometric nonlinear anal— 

ysis；beam—-column element oflightweight steel structure 

考虑位移与应变之间为非线性关系分析称为几何非线性分析，或称为二阶弹性分析，几何非线性问 

题分析中，结构刚度不仅取决于构件的材料和几何、截面尺寸，而且很大程度上取决于结构荷载作用下 

构件的初应力分布、结构位移、作用在结构上的荷载条件。工程领域的几何非线性问题主要包括大位 

移、小应变和大位移、大应变。钢结构工程中几何非线性问题主要是大位移、小应变。在轴力和弯矩共 

同作用下，结构刚度是随着荷载情况变化而变化的，当构件受到压力时，结构刚度就会变小，造成结构还 

未达到强度极限承载力时，就会发生失稳，结构不能再继续承受荷载，甚至可能发生倒塌。钢结构几何 

非线性分析，一直是国内、外力学界和工程界研究的一个热点问题，直到 20世纪70年代末才比较全面 

地建立了杆系结构非线性分析理论框架⋯，20世纪 80年代国外学者对几何非线性问题进行了较广泛 

的研究，国内学者在这方面也作了大量工作。 

由于钢结构构件的柔性特征十分明显，考虑几何非线性的影响必不可少。国家标准《钢结构设计规 

范》(GBS0017—2o02)规定对有侧移框架应进行二阶弹性分析[ 。为了能够更加真实地描述多高层轻型 

钢结构二阶弹性分析中可能出现的侧扭屈曲变形和翘曲扭转变形，提出了一种新的基于拉压与翘扭稳 

定插值函数的轻钢梁柱单元空间几何非线性分析方法和刚度矩阵。 
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1 基本假定 

单元的初始状态为等截面直杆，杆截面为双轴对称；材料为弹性、均质、各向同性；大变形小应变；连 

接为理想的刚接。 

2 考虑剪切变形影响的梁柱单元的拉压稳定函数 

由图 1可以得到梁柱单元的二阶微分方程： 

( )+ ( )=(一  ̂l+ lx)／E (1) 

式中：y =~／I P I／ ， 为xoy平面的抗弯刚度。式(1) 

的位移解(2)为： 

：( )=(Mr]／P)cos(y )一[CSC(yyz)( lCOS(y )+朋 

+pA )／P Jsin(y )+(一  ̂l+La )／P (2) 

同理，可以得到 平面压弯梁柱单元的位移解。对于拉 

弯梁柱单元 ，同样，可以得到 、xoy平面的位移解。再考 
虑压弯(或拉弯)梁柱单元的内力平衡条件，可以得到同时 图1 XOZ平面压弯单元的受力和变形图 

考虑轴力与剪切变形影响的压弯(或拉弯)梁柱单元转角位移方程，从压弯(或拉弯)梁柱构件单元转角 

位移方程中可以得到压弯梁柱理论稳定函数(3)式： 

rpkl=ak· (ak) 2=一豇 ／(3 l一3) 3=(3 2+ 1)／4 

4= (3 2一 1)／2 5= l 2 (3) 

式中：a =7 ·z／2，△ =u ：一u 。， =而 ， c a ，={ ；二三 ， =sisn(·，P，= 
{1．1 ,ltokl,．1tok2和 (k=y,z)分别为压弯(或拉弯)构件 元两端在)，，z方向的横向位移和 
相对横向位移。 

3 梁柱单元的扭转翘曲稳定函数 

对于约束扭转，在文献[4]提出的‘拉弯比拟模型’的基础上，同样可以得到关于扭转角的二阶微分 

方程： 

( )一7 ( )=一(一曰l+Tl )／EI,o (4) 

式中：Bl、T1分别为空间梁柱单元 1端的双力矩和扭矩，式(4)的解为 

( )=clchy~ +c2shy~x+(一日1+T1 )／巩， (5) 

Cpxl= ’ctha 2=a2／(3CPxl一3) 3= (3 2+ 1)／4 

4=(3cp~2一 1)／2 5= l 2 (6) 

式中： = 2／2， =~／GJ／ 为翘扭特征系数，-，为截面的抗扭惯性矩， 为截面的自由抗扭刚度， 

L为截面的翘曲惯性矩， 为截面的翘曲刚度。 

4 基于拉压与翘扭稳定插值函数的梁柱单元增量形式虚功方程 

如图2所示，在修正拉格朗日(Updated L丑 an)描述方法中，最后已知 c 构形的空间轻型梁柱单 

元的增量虚功方程[ ]为： 

I EAe∞ 汹 d +I 2Gz~e句 d +I 2I：l△e 6I△ d + 

J a=3AT／~d +J 2 r d +J 21Vxg~Ar] d + R=2R (7 
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式中：E为弹性模量；G为剪切模量o1d 、1 Txy、 r 是在最后已知构形 C 的柯西应力；△e 、／Xe Z~exz为 

设 △u一△ △ 分别表示距离图2所示坐标 J=D 

原点为 的截面剪心C上的轴向位移和两个横向位 L 0 

移增量，△ △ ⋯△u 分别表示距离图示坐标原点 ／Oz,tz,t+,~tz 

量，△ 、,50y、△ 分别表示图2所示坐标原点为 的 

截面转动增量。 为主扇性坐标增量。由于本文主要研究双轴对称截面(轻型焊接或轧制 H型钢)， 

f△ ：(△ 一z．Au 一 △u 一Ao,)aG 

{／Xuy=Au —z．AOx (9) 
【△u：=△ +y△ 

：  ： 吉( + ) ：吉( + ) 

△ = ( ) +( ) 3A u~，I 

△ ：吉( + + ) 

△ =吉( + + ) 

及截面的几何特性的特点，可以得到基于拉压与翘扭稳定插值函数轻型钢结构空间梁柱单元增量形式 

EA3(3U'x2)d + ．r EJ (△ )d +吾．rE (△ ： )d +吾．rE (△ z)d + 

吾j．E (△ z)d +j． (△u z+Autz2)d —j．[·r／(a ，△Uyt)+·Fd(A ，△ ，)]d 一 

I( (△ 30x)+ (△uy ／xOx )]d +I( (Aux ZXOx)一 Mfl(Au~ △ )]d + 

j K~(ao'／)a —j( ／2)[ (△ △ )一 (△ _，，△ )]d = {△ } ({ }一{ Pt) (11) 
式(11)中前五项为二阶弹性分析的线性项，第五项之后为几何非线性项，包含了轴向变形、双向弯曲变 

：  (12) 

当考虑梁柱单元杆端翘曲变形时，轻钢梁柱单元两端各有七个自由度，前六个自由度的含义与一般 

变 应 

应 日 

鲴 一 +． 林 ～ 

啪 枞 
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空间梁柱单元相同，第七个自由度是用来描述薄壁杆端截面翘曲，此时，如果用{ 。}表示局部坐标下梁 

稳定插值函数梁柱单元 1、2端的杆端力，如图3所示，相应的杆端位移用{瓦 }表示，如图4所示，则梁柱 

单元 1、2端的杆端力和杆端位移分别为： 

lY i 
口，； I M My2i

．
B2l 

—  一  

／ 晟 Fa 

{ l 
， 幻——— —c⋯ 一 M=2 

7 

图3 七 自由度三维空间梁柱单元杆端力 

{ }={ 1 F 1 1 1 l 1 曰1 

{ }={u 1 ／Zy1 ／Zz1 1 1 1 0 1 

{Y i ． 

8 』I 0 ÷0 l 

呵 矿1—— 了 ， 2， f 
／ 

， 
1 — — — —  — — 一

n 。  

图4 三维空间梁柱单元杆端变形 

2 F 2 2  ̂2 2 2 B2} (13) 

2 u u：2 2 Oy2 2 0 2} (14) 

5 空间三维梁柱单元的拉压和翘曲扭转稳定插值函数 

在基于位移的有限元几何非线性分析方法中，一般采用三次多项式作为三次函数梁柱单元的位移 

场，为了能更加精确地抓住多高层轻型钢结构二阶弹性分析中可能出现的侧扭屈曲变形和翘曲扭转变 

形，根据以上得到的梁柱单元横向位移解与翘曲扭转位移解作为稳定插值函数梁柱单元的位移场。梁 

柱单元跨内的轴向位移采用一次线性插值函数，而横向位移使用考虑剪切变形影响的拉压稳定插值函 

数，采用翘曲扭转稳定插值函数来反映翘曲扭转变形状态，则梁柱单元跨内任一截面形心处的位移由单 

元杆端位移得出。因此，轴向位移、横向位移和翘曲扭转位移的插值函数向量为： 

f c 1 0 0 0 0 0 0 c 2 0 0 0 0 0 01 
{ }={0 Cz3 0 0 0 Cz4 0 0 Cz5 0 0 0 Cz6 0} (15) 

L 0 0 Cy3 0 一Cy4 0 0 0 0 Cy5 0 一c 0 0J 

{ }={0 0 0 Cx3 0 0 c 4 0 0 0 Cx5 0 0 c 6) 

Cx1= 1一 Cx2= Cx3= 1一 Cx5= ， =x／l (16) 

5．1 考虑剪切变形影响的拉压稳定插值函数 

由横向位移场，可得到拉压稳定插值函数为： 

Ck3=口 1Xlk( )+ 1X2k( )一_，6 1( Z) +ak1+J_e 1 

c 4 口k2Xlk

，

(~

。：+[． (akl je、k1)／． Tk]rX，，2k『、(~ 一 2 y ～口 (17) Ck5=口 1Xl ( )一_『6 1 2 ( )+J-6 1(y ) 一。 1 ⋯ 

~k6=口 3 1 ( )+(akI) 2 ( )一bkI(7d／7k) 一口 3 

式中：k=Y，z； ：x／l。 

口 1=[1一 1 (1)]／dkl bk1= 2 (1)／d 1 

dk1=2—2Xlk(1)一J 2 (1) ek1=y 2 (1)／dk1 

ak2=[ 2 (1)一)'~lx1k(1)]／( 1) bk2=[1一 1 (1)]／(y 1) 

ak3=[y 一Xl (1)]／( d 1) 

⋯  
『cos(y ) 当P<0 ，、 fsin(y ) 当 P<0 

Ic。sh( ) 当P>0 ) Isinh(y ) 当P>0 

⋯  『cos( ) 当P<0 ，、 fsin( ) 当P<0 ( i
cosh(7k1)当P>0， ( ) isinh(7d)当P>0 

5．2 翘曲扭转稳定插值函数 

根据扭转翘曲位移场，可得出与式(17)相类似的扭转翘曲稳定插值函数 Cx4~Cx6，仅需对式(17)作如 
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下修改： 

： 1，后： ，dxl：2一c。ŝ( )+7xlsinh(7,,1)， ：1， ：瓜  

6 基于稳定插值函数的梁柱单元二阶弹性分析的刚度矩阵 

梁柱单元两端之间截面上的 C 构形内力通过 C 构形的杆端力表示为： 

：
一 。 ： 一 ： 一 

： l =一 l(1一 )+ =一 Mzl(1一 )+ (18) 

把式(15) 式(16)以及式(18)代入式(1 1)，可得到轻钢空间梁柱单元二阶弹性分析的切线刚度矩 

阵： 

[ ]：EA[ 1 10 ]+ [II} ]+ [II}爱]+EL[Ji} ]+GJ[Ll。lO q+ - 110]+ 

([k11 0 ]+[．j}1 10 ])+· ([．i} ]+[kl l~])一 ([kl l~]+[．1} ])一 

([jI21 2 0]+ kTM ]一 kTM丫 ]一[1 20 ])+· 。( “Ll lO q+[ 110])一 

(LI IO]+ L。IIO ]+ nLI II]+[Ji} ])+· ( nhl咀lO]+[ 110])一 

( hl lO q+[~．0 10 q+L nhi咀ll”] t．1～l1]"，t (19) 

-』6 (20) 

式中：下标 g和^代表 ，Uy， ， 和 ，上标 S和t代表插值函数[Ⅳ]向量的微分阶数， 是 的幂函 

数的次数。式(19)中前五项为二阶弹性分析的线性刚度矩阵项[ ：]，第五项之后为几何非线性刚度矩 

阵项[jl ]。 

由式(19)与(20)，可以推导出基于拉压和翘扭稳定插值函数轻钢空间梁柱单元二阶弹性分析的切 

线刚度矩阵显式表达式，限于篇幅，仅给出推导后的基于拉压和翘扭稳定插值函数的轻钢空间三维梁柱 

单元几何非线性刚度矩阵： 

[ ]= 

0 a b 0 0 

l 0 d e 

0y C 一 

口 lK f 

～ — ～ 
一 

0  0  o  0  0  0  0  0  o  o  

4  2  

0  

一 ． 0 o g o 

0

一 √ o o ， 

0  

～ √ 一 o． ～ 

0

嵋 一 一o 6 o 

一 o 一 0 

0  

～ 0 o 0 0 0 

～K — 
0  0  o  o  o  

0  e g O  
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式中： 为弯格尔系数， (nl，rt2)= rx2口(nl，rt2)，k=Y，z；m=1，4；新翘曲扭转刚度系数为 (i=1 
～ l0)，限于篇幅，这里不一一列出。式(21)中的其它刚度系数 口，b，c，e，f，g，h，i， 如下： 

一  ± 丝2 一 ± 丝 一 一 口 — ’D 
一

— 丁 ’d 丁  

e = 一 

( !l+ 2)[2cos(r,1)+ sin( )一2] 2． 2 

g 一——广 — 万 百 丁 丁 

J-：一 ：2-cos( 一)'kl·si·n( J 一T ———= 一 ， c )， )一 L y 

7 结论 

推导了拉压稳定函数，首次提出了翘曲扭转稳定函数的概念和计算公式，并推导了由精确翘曲扭转 

稳定函数表达的翘扭稳定插值函数，然后，根据连续介质力学的有限变形原理，使用修正拉格朗日列式， 

得到基于拉压与翘扭稳定插值函数有限元形式的轻钢空间梁柱单元二阶弹性分析的切线刚度矩阵，其 

中，首次推导了基于扭转翘曲稳定插值函数开口轻型薄壁梁柱单元的翘曲扭转切线刚度矩阵，同时推导 

了基于拉压与翘扭稳定插值函数轻钢空间梁柱单元几何非线性刚度矩阵。 
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