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土质地基上受集中力作用的有限长梁内力分析 

李 立， 刘东燕 
(重庆大学 土木工程学院，重庆 400045) 

摘要：为了使理论结果能尽可能准确地反应实际情况，就土质地基上受多个集中力作用的有限 

长 梁的 内力计 算方 法进 行 了对 比分析 。采 用基 于 Winkler假 定 的计 算 方 法和 基 于弹 性 半无 限 

空 间理论 的计 算 方法 ，通 过 理 论 分 析 这 两种 计 算 方 法 的 差异 ，并 采 用 FLAC”进 行 数 值 模 拟 。 

计 算 结果表 明基 于 Winkler假 定 的计 算方 法较 真 实地 反 应 了有 限长 梁的 实 际受力 情 况。 
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Analysis of Internal Force Calculation of Beams with Finite Length Bearing 

Several P0int Loads and on Soil Foundation 

U Li．LIU Dong—yan 

(College of Civil Engineering，Chongqing University，Chongqing 400045．P．R．China) 

Abstract：For making the theoretic results close to the fact。two methods used to calculate the intemal force of 

beams with finite length bearing several point loads and on soil~undation were compared．These two method s 

were based on the Winkler~s assumption and the half—space elastic foundation theory respectively．Th rough 

theoretic analysis，the difference between the two methods was found．And with the aid of FLAC an alysis．it 

was clear that the results deduced by the method based on the Winkler's assumption were more close to the 

fact． 
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土质地基上受多个集中力作用的有限长梁，是工程实践中时常遇到的一种力学模型。对这类有限 

长梁内力的计算，是柱下条形基础设计以及预应力框格锚固设计等工程设计中时常遇到的问题。该问 

题的简化计算方法——“倒梁法”，虽然简便易行，但由于假设过于粗糙，使其无法准确反应出梁的实际 

受力情况，运用范围受到局限。已经有很多学者对弹性地基上梁的计算提出了许多理论和分析方法，比 

如基于 Winkler假定的Hetenyi解析法、基于弹性半无限空间理论的热摩奇金的链杆法和郭尔布诺夫 一 

伯沙道夫的幂级数法等⋯。其中 Hetenyi的解析法 和郭尔布诺夫 一伯沙道夫的幂级数法 已被运用 

于工程设计之中。这两种方法都考虑了梁的挠曲变形，以及地基与梁的共同作用，相比“倒梁法”具有 

更大的优越性，其结果也更加真实可靠。但是，这两种方法之间的差异常被忽视。工程设计人员通常只 

注意到两种方法的理论假设存在不同，很少注意到，正是由于理论假设的不同，使得在某些情况下，两种 

方法对同一种模型的计算结果存在明显差异。因此，对这些差异进行研究，选择更符合实际情况的计算 

方法，是十分必要的。 

1 计算模型与结果 

有限长梁指荷载作用点至梁端的距离 ≤7r／A(A即梁的弹性特征)，这意味着荷载作用对梁端的 

影响已不可忽略 ，这也是工程中常遇到的情况。有限长梁上作用的集中力，是对实际情况的一种简 
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化，它可以是条形基础上的柱荷载，也可以是预应力框格梁上受到的锚索作用力。土质地基是工程实践 

中常见的岩土材料，虽然不同土质会具有不同的特性，但土质地基普遍具有较好的弹性性质。 

基于上述特点，本文的计算模型选择了一根受三 

个集中力作用的有限长梁。梁置于某土质地基上，地 

基的变形模量为20 MPa，基床系数为 15×10 kN／m 。 

梁的材料为钢筋混凝土，弹性模量取为 2．55×10 

MPa。粱上三个集中力的大小均为 500 kN，集中力的 

作用位置以及梁的长度如图1所示。 
分别采用基于 Winkler假定的 Hetenyi解析法(以 图1 计算模型简图 

下简称解析法)和基于弹性半无限空间理论的郭尔布诺夫 一伯沙道夫的幂级数法(以下简称幂级数 

法)，对该模型中梁的内力进行计算，计算结果如图 2所示。由图可见 ，这两种方法计算得到的剪力图 

差别不大，但弯矩图差异显著，幂级数法得到的梁弯矩值全部为正，且最大值出现在梁的中部，而解析法 

得到的结果显示在相邻集中力作用的中间段出现了负弯矩。这种差异将直接影响到对梁截面的设计， 

不容忽视。 
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+ 解析法 + 幂级数法 

(a)弯矩比较图 

图2 梁内力比较图 

— ·一 解析法 —·一 幂级数法 

(b)剪力比较图 

2 理论分析 

2．1 解析法计算原理 

Winkler假定认为，土体表面任意一点的压力强度与该点的沉降成正比⋯，即： 

p( )：ky (1) 

式中：Ji}为基床系数，kN／m 。 

由此假定，再根据材料力学的有关公式，可推知弹性地基梁的挠曲微分方程为 ： 

，6等 =一Ji}6y+g( ) (2) 

式中： 、厶分别为梁的弹性模量和惯性矩，b为梁宽，q( )为梁上荷载。 

解上述挠曲微分方程，再根据材料力学知识，一Eblb ：肘，一 ，6 ： ，可得到梁的弯矩和剪力 

的表达式。 

1946年，Heteryi给出有限长梁上作用有集 

中力 时，梁的挠度、弯距 、剪力 的解析解表达 

式 ̈ ： 

，3 (3) 

4) 图3 Heteryi解析解示意图 
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斧 12 (5) 
4 r— 一  

式中．A为弹性梁的弹性特征’A=√ ,11,12、13为 的函数，参见文献[5]’z为梁长。 
值得注意的是 ， 值是从梁端 A向右起算，当 <a时，可直接运用以上计算式，当 >a时，需交换 

a、b位置，且 从 点向左起算 J。 

对于多个集中力作用的有限长梁 ]，利用上述 Heteryi解析解和叠加原理 ]，可以得到这根梁的内 

力，即： 

y( )=∑Yi( ) M( )=∑M。( ) ( )=∑ ( ) (6) 

式中：y ( )、Mi( )和 ( )即第 i个集中力单独作用时，根据Heteryi的解析解计算得到的梁的挠度、弯 

距和剪力。 

2．2 幂级数法的计算原理 

弹性半无限空间理论假设地基是密实而均匀的弹性物体，框架梁置于其表面，两者应满足相应的静 

力平衡条件和变形协调条件。首先，作用于梁上的集中力应与梁所受的地基反力相平衡。其次，框架梁 

底面应与地基始终接触，所以在外力(集中力和地基反力)作用下梁上某点产生的挠度，应等于同一点 

地表的沉陷量。根据上述两点，应用弹性理论计算地基的沉陷，用材料力学公式计算梁的变形，然后由 

变形协调条件和静力平衡条件可确定地基反力-6]。求出地基反力的分布后，梁上的作用荷载均为已 

知，取梁的一段脱离体根据力的平衡即可计算梁的内力。根据这一思路，可利用级数法 进行具体分 

析。 

首先，将地基反力 p( )近似地表达为有限项的幂级数r ，即： 

p( )=ao+algl；+Ⅱ2 +口3 +⋯ +anX, (7) 

其中的a。、a。、a 、a，、⋯、a 就是所求的n+1个基本未知量。利用两个静力平衡方程(∑Y=0，∑M=0) 

和 n一1个变形连续方程(在 n一1个点处梁的挠度应与地基沉陷 

相等)，可以解出基本未知量。因此，问题归结为解 n+1个代数 

方程。在实际计算中，可以利用对称性对计算进行简化 。 。 

2．3 两种理论解的对比分析 

由上述理论计算原理可知，两种方法都考虑了梁的挠曲、地 

基的变形以及梁与地基的相互作用。两种方法的差异在于其理 

论基础对地基性状的假设不同，这直接影响到对地基反力的求 

解。另一方面，对于置于地基上的梁来说，作用外力包括梁上集 

中力和地基反力。由于同一模型中梁上作用的集中力是相同的， 

所以导致最终弯矩图差异的是两种理论算出的不同分布的地基 

反力。 

根据 Winkler假定，P( )=ky，由 Heteryi解析解和叠加原理 
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图4 计算模型中地基反力分布图 

可算得梁的挠度分布Y( )，再乘以基床系数 k，可计算出由解析法得到的地基反 

力分布。同样，根据弹性半无限空间理论中的平衡条件，解方程组，即可得到由幂 

级数法得到的地基反力分布。图4是按上述两种方法计算所得的地基反力结果。 

由图可知，基于Winkler假定算得的地基反力分布受梁上集中力作用的影响很大， 

起伏变化明显，而基于弹性半无限空间理论所得的地基反力分布更加趋于均匀。 

根据静力平衡的知识，当外力作用为已知时，取梁的一段脱离体，即可计算出 

指定截面的弯矩。以梁上两相邻集中力作用点间的某截面为研究对象，取如图5 

所示的脱离体。图示截面的弯矩 M( )的表达式如下： 

图 5 梁弯矩求解简图 
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( )： (￡)( 一￡) 一P( 一口) (8) 

通过计算发现，当 在两相邻集中力作用点之间变化时，将图4中幂级数法计算所得的地基反力分 

布曲线带人(8)式，所得结果始终为正，若带人解析法计算所得的地基反力分布曲线 ，结果则会出现为 

负的情况。这进一步说明了导致梁弯矩图(图2a)显著差异的原因，是两种理论不同假设条件所导致的 

不同的地基反力分布。 

为了更全面的分析地基反力分布对梁内力的影响，改变模型中的地基参数，增大地基的变形模量及 

基床系数，取E：300 MPa，k：50 X 10 kN／m 再次计算。图6、图7给出了改变地基参数后，地基反力的 

分布和梁的弯矩值。由图可知，对于 值较大的岩质地基，幂级数法算得的地基反力分布相对于图4 

的结果发生了变化。而且，E值增大后，幂级数法和解析法都会算得梁上的负弯矩区段。 
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图6 改变地基参数后地基反力的分布图 图7 改变地基参数后梁的内力图 

I~A I-_分析表明，理论假设和地基参数的不同会引起地基反力分布规律的变化。而且，地基反力的分 

布会直接影响到梁弯矩的计算结果。对于变形模量 较小的土质地基，幂级数法和解析法的计算结果 

存在不容忽视的差异，应慎重选择更符合实际情况的计算方法。 

3 数值模拟 

3．1 FLAC 及计算模型 

FLAC是快速拉格郎日差分分析(Fast Lagrangian Analysis of Continua)的简写，是力学计算的数值方 

法之一。FLAC3D采用拉格朗日差分公式来处理有限变形问题，能较好的模拟地质材料在达到强度极 

限或屈服极限时发生的破坏或塑性流动的力学行为，也可以模拟结构体与岩土体的相互作用，以及结构 

体和岩土体在外力作用下的力学反应，是一种较理想的岩土工程计算软件。 
2．5 5 5 2．5 

1r—— ——H  

(a)模型几何尺寸 (b)模型实体 

图 8 FLAC如计算模型 

为了验证理论计算的结果，在理论分菥模型(图1)的基础上，利用FLAC 建立了数值分析的模型， 

如图8所示。其中，梁由软件中提供的一种结构单元——Beam单元组成。Beam单元为线单元，假定为 

线性弹性材料 ，可以承受一定弯矩，允许有一定的挠曲。地基采用软件中提供的莫尔 一库仑模型。有关 
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力学参数见表 1、表2。Beam单元与土体之间通过刚性联接来实现力的传递，进而实现其相互作用。 

表 1 地基的力学参数 

3．2 计算结果及对比分析 

图9给出了FLAC3D计算得到的梁的弯矩图。同时，将图8的结果与图2的结果绘于同一张图上， 

即得到图10。为了便于比较，将图9中的部分数据列于表3中。通过图9和表3可以清晰的看到，数值 

模拟的结果也出现了负弯矩区段。尽管在正弯矩区段 ，幂级数法的计算结果与数值模拟的结果吻合得 

较好 ，但总的来说，解析法的计算结果更能反应实际的受力情况。 

beam  M om ent My 

Magfac=1 000 e+O00 

positive wrt SEL system

1 

图9 FLAC如计算得到的梁弯矩图 图 10 梁弯矩对比图 

表 3 不同方法计算得到的梁的弯矩值／kN·m 

4 结语 

通过理论推导和数值分析发现，对于土质地基上的受多个集中力作用的有限长梁，基于 Winkler假 

定的解析法能分析得到梁上负弯矩的分布情况，相对基于弹性半无限空间的幂级数法的计算结果，解析 

法较为全面地反映了梁的实际工作状态。因此，对于变形模量 E偏小的土质地基，分析置于其上受多 

个集中荷载作用的有限长梁时，建议采用基于 Winkler假定的解析法来计算梁的内力。 
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