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两对边固支另两对边自由弹性矩形薄板理论解 

钟 阳 ， 殷建华2 
(1．大连理工大学 土木学院，大连 116024；2．香港理工大学 土木学院，香港) 

摘要 ：利用辛几何的方法推导 出了两对边固支另两对边 自由支承条件情况下，弹性矩形薄板问 

题 的理论解。在推导过程 中并不需要事先人为的假定挠度 函数 ，而是直接从 弹性矩形薄板 问 

题 的控 制 方程 出发 ，利 用 纯数 学的手段 推 导 出问题 的解 析 解 ，使 得 求 解过 程 更 加 理论 化 ，从 而 

为进 一步 解 决 了这 类 问题 (例 如 动 力 问题 )奠 定 了理 论 基 础 。 文 中还 给 出 了算例 来验 证 方 法 

的 正 确 性 。 
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Theoretical Solution of Elastic Rectangular Thin Plate with 

Opposite Boundary Completely Clamped Support and Others Free 
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Abstract．In this paper，the analytical solutions for an elastic rectangular thin plate with opposite boundary 

completely clamped support and others free were derived by a Symplectic geometry method．Due to the fact 

that the basic elasticity equations of the thin plate were only used，it was not necessary to select the deforma— 

tion function arbitrarily．Therefore，the solutions in this paper are much more general mathematically．In order 

to prove the validity of the formulations，numerical results were presented to be compared with those derived by 

other references． 

Keywords：Opposite boundary clamped supported and others free；elastic rectangular thin plate；Symplectic 
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弹性矩形薄板是土木工程中较为常用的一种结构形式，尤其是矩形薄板更为普遍，其中两对边固定 

两对边 自由矩形板广泛应用于地下建筑工程和水利工程中。例如，水闸闸门在特定情况下就是最典型 

的两对边固定两对边自由矩形板。众所周知，寻求一般边界条件下矩形板的精确解是相当困难的，多年 
一 直没有得到很好的解答。目前，通常用以求解此类问题的方法主要有两大类，即解析法和数值法。解 

析法主要是叠加法 J、富里哀级数法 。数值法主要是有限元法。各种解析法中都要事先选定挠度函 

数，而这些函数的选取具有一定的任意性，无确定的规律可循。虽然，数值法可以完全解决这类问题，但 

要求输入数据多，比较繁杂。 

近年来，钟万勰教授将辛几何的概念引人弹性力学的解法中，给弹性力学的计算这一经典学科带来 

了新的活力 。从弹性薄板的平衡方程出发，利用纯数学的手段直接推导出完全满足所有边界条件 

的对边固支矩形薄板的解析解。该方法摒弃了人为选定挠度函数，概念清晰，易于应用。为了验证该方 
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法的正确性，文中还给出了数值算例。 

1 弹性矩形薄板问题的控制方程和辛几何解法 

弹性矩形薄板问题的控制方程和内力分别为 ： 
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其中，D：Eh ／(12(1一 )； 、 和 h分别为板的弹性模量、泊松比和厚度。Q ，Q，，M ，My，M ， 分 

别为沿坐标轴 ，y方向的剪力、弯矩、扭矩和总剪力。而 和 q分别为板的挠度和作用于板面上的外 

力荷载。为了能够把上述方程在 Hamilton体系中表示，可令 
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令 =一Vy，公式(9)、(10)、(11)和(12)可写成矩阵的形式 
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方程(13)称为板的弯曲方程在 Hamilton体系中的表示。H为 Hamilton算子矩阵，其特点是特征值 
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每一个 都对应存在有辛共轭本征值 一 以及它们的复共轭本征值，总共有 4个本征值 。求 

出本征值之后，由 (22)式、(21)式以及(14)式可求得本征函数向量为 

X ( )= 

B(sin／x —x／z cos／z )+Fxsin／x 

．
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其中：B=口；F=cosa／z 一1； = 一1，由此可以得到板的挠度为 

( )：[a+(cosag一1) ]sing 一a／x xcos／．t (24) 

得到本征值和本征函数向量后，就可以按展开定理 写出对边固支板的通解表达式为 
∞ 

U( ，Y)= + + 一 + 一 ] (25) 

其中 (n=±1，±2，fl：3，⋯)是待定常数，可以由板在 Y方向的边界条件决定。 和 
一  分别为与本 

征值 以及辛共轭本征值 一 对应的本征函数向量，而 和 一 分别为 ± 的复共轭本征值对应的 

本征函数向量。确定出待定常数 后，就可以给出原问题的(13)式的解。由于板的内力都可以用板的 
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挠度 表示，为了简练起见这里只给出 的表示式。 

W( ，y)=W +∑[eay( +I厂n)Yl+e-ay(I厂_ +I厂一 )y 】 (26) 
n = l 

其中 为与板面上的外力荷载所对应的一个特解。 
： Re( )；卢：Im( )；YI：X1cos(By)一X2sin(fir)； =X1cos(By)+X2sin( ) 

Xl=(r上一 )sinax·ĉ卢 —n [~cosax·ĉ卢 +fsinax·ŝ卢 ] 

+ [cosaa。chq 。sinax。ĉ卢 +sinaa。shq 。cosax。ŝ卢 ] 

X2=(Ⅱ一 )COS~X·ŝ卢 —ax~fcosax·ĉ卢 —asino~x·ŝ卢 ] 

+ [cosaa’chn卢’COSCL~’ŝ卢 —sinaa’shq 。sinax ĉ卢 ] 

给定作用于板面上的外力荷载 ，再利用方向两端为自由的边界条件，由式(26)就可以求解出两 

对边固支另两对边自由支承条件情况下，弹性矩形薄板问题的理论解。 

2 算例 

为了证明此方法的正确性，取文献[8]中的两对边固支另两对边自由矩形薄板为例。取 a=b=10 

m， =3。在板面上作用有均布荷载q。表2和表3分别列出了计算得到的板中各点的挠度和内力。为 

了对比，表中还分别给出结果第二行和文献[8]的结果第一行。计算时取到4，而文献[8]在计算时级 

数项取值要大得多才能达到同样的精度。 

表2 板的挠度 表 3 板的弯矩 

由上表可知，计算结果同文献[9]的计算结果是非常接近的。并且，收敛速度也非常快。从而表明 

采用辛几何方法推导出的解析解是正确的。 

3 结语 

通过将弹性薄板的基本方程导向 Hamilton体系，问题可以在辛几何空间里用分离变量法推导出了 

该问题的解析解，由于不需要事先人为的选择好挠度函数，使得求解过程更加理论化和合理化。实际算 

例也证明了此方法的正确性。 
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